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Dieses Buch verdankt seine Entstehung den Vorlesungen, 
welche ich an der polytechnischen Schule in Kopenhagen über 
die Theorie der Gleichungen gehalten hahe. Durch Hinzu- 
fügung einiger erweiternder Zusätze habe ich versucht das Buch 
als einleitendes Studium für solche Studirende brauchbar zu 
machen, welche tiefer in die Wissenschaft der Algebra einzu- 
dringen wünschen. 

Bei der Ausarbeitung habe ich namentlich J. A. Serret, Cours 
.d'alg^bre sup^rieure benutzt; an einzelnen Stellen ist Todhunte r, 
Theory of equations benutzt, und von den Sätzen tn der Theorie 
der Substitutionen sind viele aus Jordan, Traitd des substitutions 
entnommen. 

Viele Sätze, Methoden und Beweise sind in einer Form dar- 
gestellt, welche von der herkömmlichen nicht unerheblich ab- 
weicht. Wo Namen angeführt sind, sind diese deshalb oft nur 
so zu verstehen, dass die Entwicklung auf einer Idee aufgebaut 



ist, ähnlich derjenigen, welche der Entwicklung des genannten 
Autors zu Grunde liegt. 

Bekanntschaft mit den Anfangsgründen der Differential- 
rechnung ist für den Leser erwünscht; doch wird derjenige, 
welcher Taylor's Rechenentwicklung für ganze Functionen kennt, 
nur einige kleinere Abschnitte, die für das Ganze ohne wesent- 
liche Bedeutung sind, zu überschlagen nöthig haben. 



Kopenhagen, im Juni 1878. 



Julius Petersen. 
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Ueber eomplexe Ausdrücke. 

1. Bezeichnet man den imaginären Ausdruck y-— 1 mit i, 
so wird die allgemeine Form für eine imaginäre Grösse, eine 
eomplexe Zahl, 

a + bi, 
worin a und b reell sind. Setzt man 

a = rcO8 0; b = rsinO, (1) 

so wird 

a + bi :== r (cosO + i sin 9) (2) 

und es ist 

r-V^M^'b"'; tg^=~ (3) 

r heisst der Modvlus der Grössen und wird immer positiv 

genommen; 6 heisst das Argument und hat nur einen Werth 

zwischen und 21^. (3) würde für 6 allerdings 2 Werthe 

geben, aber (1) zeigt, dass cos 6 dasselbe Vorzeichen haben 

muss wie % sin 6 dasselbe wie b; da aber die Vorzeichen 

1* 
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von cos und sin den Quadranten bestimmen, in welchem 
6 zu nehmen ist, so ist dadurch von den beiden zu tgö 
gehörigen Winkeln derjenige bestimmt, welcher gebraucht 
werden soll. In Wirklichkeit hat 6 freilich unendlich viele 
Werthe, indem man 2 p ir (worin p eine beliebige ganze, 
positive oder negative Zahl bedeutet) zu dem gefundenen 
Winkel hinzu addiren kann; dieser Addend soll in der Folge 
jedesmal hinzugedacht werden, wo er keine Veranlassung zu 
Missverständnissen geben kann. Der Kürze wegen bezeichnet 
man auch die Grösse mit dem Modul us r und dem Argument 
6 mit Tg. 



Beispiel: 

1 — 1 ; i = l ; 
2" 



l3^;-l + i^3 



3 



a 




2. Die complexe Grösse a + bi kann durch einen Punkt 
geometrisch dargestellt werden. Hat man einen Anfangs- 
punkt O und eine Anfangsrichtung 
X gewählt, so ^nrd ein Punkt A 
dadurch bestimmt, dass man die 
Strecke r in der durch 6 bestimmten 
Richtung abträgt, und diesen Punkt 
bezeichnet man dann mit r^. Man 

sieht, dass diese Bestimmung mit der gewöhnlichen zusammen* 
fällt,, wenn der Punkt auf der X-Axe liegt. Hierdurch wird 
man darauf geführt, r als den numerischen Werth der 
Grösse aufzufassen, während der Factor cos6+isin6, indem er 
die Richtung bestimmt, in welcher r abgetragen wird, die Rolle 

eines Vorzeichens spielt. Würde man V — anstatt V — 1 
schreiben, so hätte man dadurch das neue Vorzeichen ge- 
wonnen, welches fehlt, um die Quadratw^urzel aus einer 
negativen Zahl zu ziehen; während + und — zwei Rich- 
tungen auf der X-Axe bestimmen, bezeichnen -f i und — i 
die beiden darauf senkrechten Richtungen. Es soll gleich 
gezeigt werden, wie mittelst einer passenden Erweiterung des 
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Begriffs der Addition durch diese Hauptrichtungen alle 
übrigen Richtungen bestimmt werden können. 

Anstatt zu sagen, die complexe Grösse bezeichne den 
Punkt A, kann man auch sagen, dass sie die Strecke OA 
ihrer Richtung und Grösse nach ausdrückt. 

Die beiden complexen Grössen a + bi und a — bi heissen 
conjuffirt; sie haben denselben Modulus und ihre Argumente 
sind gleicTi gross, haben aber entgegengesetzte Vorzeichen. 
Die entsprechenden Punkte liegen symmetrisch zur X-Axe. 

3. Das Rechnen mit complexen Ausdrücken. Der Begriff 
der Addition soll nun in der Art erweitert werden, dass man 
nach den gewöhnlichen Regeln mit complexen Ausdrücken 
rechnen kann; es sei also gegeben: 

(a -f b i) + (ai + bi i) = (a + a^) + (b + bi) i. 

Die beiden den Summanden entsprechenden Punkte haben 
die Coordinaten a, b und a,; b^, während der durch die 
Summe dargestellte Punkt die Coordinaten a 4- a, und b + b, 
hat. Die 3 durch diese Coordinaten bestimmten Punkte 
bilden mit dem Anfangspunkte die Eckpunkte eines Paralle- 
logramms, dessen Seiten r und r, in den durch 6 und 6, 
bestimmten Richtungen liegen. Die Addition stellt also eine 
JParaMdverschiebung dar, deren Grösse und Richtung durch 
den Modulus und das Argument des Addenden bestimmt wird. 
Man sieht hier gleich die geometrische Bedeutung des Satzes, 
dass die Reihenfolge der Summanden beliebig ist. 

Ist die Summe mehrerer complexer Grössen gleich Null, 
so kommt man durch die entsprechenden Verschiebungen 
zuletzt zum Anfangspunkt zurück und es wird ein geschlos- 
senes Polygon gebildet; man kann deshalb sagen, dass die 
Summe der Seiten eines geschlossenen Polygons gleich Null 
sei, wenn man jede Seite mit einer complexen Zahl bezeichnet, 
die sowohl die Grösse als auch die Richtung derselben be- 
stimmt, und wenn der Perimeter des Polygons in einer 
gewissen bestimmten Umlaufsrichtung durchlaufen wird. Das- 
selbe kann auch in der Form gesagt werden, dass ein Punkt 
auf dieselbe Weise ausgedrückt wird, einerlei auf welchem 
Wege man zu ihm gelangt. Auf diese Weise bedeutet (2), 
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daßs man denselben Punkt erreicht, gleichgültig ob man die 
Strecke r in der durch 6 bestimmten Richtung durchläuft, 
oder erst a in der Richtung -j- ^i^d dann b in der Richtung 
i. Hieraus folgt zugleich, dass der Modiilus einer Summe 
kleiner ist als die Summe der Moduln der Summanden, vor- 
ausgestzt, dass nicht alle dasselbe Argument haben; ist das 
letztere der Fall, so ist der Modulus der Summe gleich der 
Summe der Moduln der Summanden. 

Subtradion ist Addition mit entgegengesetzter Richtung. 

Der Begriff der Multiplication wird bestimmt durch 

r (cos 9 + i sin 0).ri (cos Oj + i sin 9i) =: r . r^ (cos (9 + Oj) + i sin (9 + Q^)) 
oder 

Wie man sieht, ist der Modulus des Producies gleich dem 
Producfe der Moduln der Fadoren, während das Argument 
desselben gleich ist der Summe der Argumente der Fadoren. 
Ein hinzutretender Factor bewirkt also ausser einer Multi- 
plication mit seinem Modulus im gewönlichen Sinne zugleich 
eine Drehung, die durch sein Argument bestimmt wird. Seien 
A und A, die beiden den Factoren entsprechenden Punkte, 
der Punkt B entspreche + 1 und P dem Producte. Es 

ergiebt sich dann leicht, dass AOBAcs./ 

AOA,P. Also ist das aus dem Producte 

und dem einen Factor gebildete Dreieck 

ähnlich dem aus dem anderen Factor und 

der Einheit gebildeten; das Produd ist 

aus dem einen Factor nach deynsdhen Oe- 

setze gebildet y nach welchem der andere 

Factor aus der Einheit gebildet ist. 

Man sieht, dass man auch zwei ähnliche Dreiecke erhält, 

wenn man A und A , vertauscht ; hierin liegt die geometrische 

Bedöfcitung der Vertauschbarkeit der Factoren. 

Beisp. 

(— 1)(— 2) = 1 2 ==2,. =r:2;i2z=l .1 —1 — _1. 

2 2 
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Die Division wird auf die Multiplication zurückgeführt. 
Für das Potemiren und Badiciren mit ganzen Exponenten 



erhält man nun 



('0r='-''n9J 



n ^ 

In der letzten Formel erhält das unter 6 mitzuverstehende 
Glied 2p7c Bedeutung, da verschiedene Werthe von p ver- 
schiedene Lösungen geben können. Es sollen in der Folge 
jedesmal gebrochene Exponenten angewendet werden, wenn 
es sich um alle Werthe einer Wurzelgrösse handelt, hingegen 
das Wurzelzeichen, wenn nur ein einzelner Werth bezeichnet 
werden soll; dann ist also 

n 

worin p die Werthe 0,l...(n— 1) durchlaufen kann. Für 
p = n erhält man dasselbe Resultat wie für p=0, fürp==n + a 
dasselbe wie für p = a. Die Anzahl der wirklich verschiedenen 
Werthe ist also n, und da die Richtungen dieser die ganze 
Umdrehung in n gleiche Theile theilen, die durch 

_0^ 27r 2Tr 

n' n "^ T' T + ^ • ¥' 

bestimmt sind, so sind höchstens 2 der Werthe reell; reelle 
Werthe erhält man nämlich nur für 

?P^^«=0 oder für ?P^i+? = .; 
n n 

im ersten Falle muss 6 = und p = sein; im 2ten 
Falle 6 = und 2p = n, oder 6 = ic und 2p + 1 = ii- 
Ist die gegebene Grösse complex, so werden auch alle ihre 
Wurzeln co^iplex; ist sie positiv, so wird eine Wurzel 
positiv und eine negativ, wenn n gerade ist, eine positiv, wenn 
n ungerade ist. Ist sie negativ, so wird eine Wurzel negativ, 
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wenn n ungerade ist; ist aber n gerade, so werden sie alle 
coniplex. 

Durch Combination der bewiesenen Sätze ergiebt sich nun 
leicht, dass die Sätze über das Potenziren auch für gebrochene 
oder negative Exponenten gelten: 



(-9)^=((-9)0'=(^"X 



q 



(9 + 2p7r). 



8 



Lässt sich der Bruch — verkürzen, so erhält man, wie 

q 

leicht ersichtlich, weniger Auflösungen, wenn die Verkürzung 
ausgeführt wird. 



Beisp. 1. 






Die 3 Werthe sind also: 

co8400-f i8in400; C08 I6O0 + i sin löO» ; cos280o + i8m280o. 

Beisp. 2. 

(_8)i; r=::8; t/r=2; 9=::r; 

Die Werthe sind also: 

2^ ; 2^ und 2g^ oder 1 + i\/W, -2 und.l — iy^ 
"3 "3 

Um nun einen genaueren Einblick in die entwickelte 
Theorie zu thun, soll dieselbe auf eine geometrische Unter- 
suchung angewendet werden. 

Wie bekannt wird der Ausdruck 

•X3 ; X2 X^ - X3 

nicht verändert, wenn man die Grössen x,, Xj, X3 und X4 
mit ihren reciproken Werthen vertauscht. Diese Grössen 
sollen complex sein und in der Ebene die Punkte Ai, A2, 
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Aj und A4 darstellen; dann würde X2 — x, die Strecke A, A2 
ihrer Grösse und Richtung nach bestimmen. Durchläuft man 
die 4 Strecken in der Reihenfolge A,A2A3A4, bezeichnet 
die Moduln oder die Seitenlängen mit r,, rj, Tg, r4, und 
durch die entsprechenden grossen Buchstaben ihre positiven 
Richtungen, dann wird 

Xg — xi = ri^^^^^ u. 8. w., 
wo X die positive Richtung bezeichnet. 

Der gegebene Quotient wäre dann 

"■^CXR«) * ""'(XRs) ' 

r T 
dessen Modulus ' ^ und dessen Argument 

(Xß,) 4. (Ä,X) + (K^X) + (XRs) = (R2Ä1) + (R*»»)- 

Der Modulus des Ausdrucks 
ist also das Terhältniss zwischen 
den Producten der gegenüber- 
liegenden Seiten, sein Argument 
die Summe zweier gegenüber lie- 
gender Winkel (der Nebenwinkel 
der Polygonwinkel). Diese Grössen 
müssen also nach der Vertauschung 

dieselben bleiben. Nun wird x mit — oder r^ mit ( — ) 

X ö Vr / — 9 

vertauscht. Verändert man — 6 in Ö, so wird dieser Punkt nur 

mit dem vertauscht, welcher symmetrisch zu demselben mit 

Beziehung auf die Axe liegt, wobei indessen zugleich die 

positive Umlaufsrichtung verändert wird. Man gelangt 

dadurch zu dem Punkte ( ) . Der Satz gilt also, wenn 

jeder Punkt mit einem andern vertauscht wird, welcher auf 
der Verbindungslinie des Anfangspunktes mit dem gegebenen 
Punkte so liegt, dass das Product der Abstände der beiden 
Punkte vom Anfangspunkte gleich 1 ist. Eine solche Ver- 
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tauschung von Punkten nennt man Transformation durch 
reciproke Madien. Durch einfache Deutung eines alge- 
braischen Satzes ist also bewiesen, dass durch eine solche 
Transformation bei einem beliebigen Viereck das Verhältniss 
zwischen den Producten der gegenüberliegenden Seiten und 
die Summe der gegenüberliegenden Winkel unverändert bleibt. 
Es thut nichts zur Sache, ob das Viereck ein sogenanntes 
uneigentliches Viereck ist, wenn nur der Begriff »gegenüber- 
liegende Winkel« auf die aus der voranstehenden Entwicklung 
folgende Weise gefasst wird. 



Ganze rationale Functionen. 
4. In det' ganzen rationalen Function 

f (z) = Ao z°^ + Ai z"^-^ + . . . . A„,_, z .... (1) 

kann dem med. z immer ein so kleiner Werth r gegeben werden, 
dass mod, f(z) für diesen und kleinere Werthe von mod. z 
kleiner ivird als irgend welche gegebene Grösse R, 

Wird der grösste Modulus der Coefficienten a genannt, so 
hat man nämlich 

mod. /'(z)<a(r"' + r™"^ . . . + r) = a-y— 

oder, wenn r<l, 

mod. f{z) < 



1 — r' 



diese Grösse wird kleiner als R, wenn 

genommen wird. 

Hieraus folgt zugleich, dass man in der Function 

z'^ + P, 

wo P eine Function bedeutet, deren Exponenten sämmtlich 
grösser sind als n, den mod. z so klein machen kann, dass 
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p . . 

mod. — kleiner wird als irgend welche gegebene Grösse; 
z 

vertauscht man z gegen — , so sieht man ferner, dass man in 

wo alle Exponenten in P kleiner sind als n, den mod. z so 

gross machen kann, dass 

• 

mod. -p- 
grösser wird als eine beliebige gegebene Grösse. 

5. Eine ganze rationale Function ist continuirlich. 

f{z) heisst continuirlich, wenn mod. h so klein genommen 
werden kann, dass der Modulus von 

fdr alle Werthe von z kleiner wird als irgend eine gegebene, 
noch so kleine Grösse. Nun nimmt diese Differenz unter 
Anwendung der Taylorschen Formel die Form 

an, und diese kann, wie eben gezeigt, so klein werden, wie 
man will, wenn man mod. h hinreichend klein wählt. 

Sind die Coefficienten reell, und liefert die Function für 
2 reelle Werthe von z Werthe mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen, so muss sie gleich Null werden fiir einen Werth von 
z, der. zwischen den beiden gegebenen liegt. 

6. , Eine ganze reelle Function von zwei redien Variablen 
X und y kann nicht, wenn x und y sich continuirlich ver- 
ändern, das Vorzeichen wechseln ohne durch hindurchzu- 
gehen. 

Im entgegengesetzten Falle müsste nämlich die Function 
an einem gewissen Punkte einen Sprung vom Positiven zum 
Negativen oder umgekehrt machen, so dass f(x-f-lij y + k) 
— f (x, y) nicht unter einen gewissen Werth herabgebracht 
werden könnte, wie klein man auch h und k nehmen möge. 
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Das ist indessen unmöglich; denn schreibt man die Differenz 
folgendermassen : 

f (X + h,y + k)-f (X + h,y) + f (X + h,y)-f(x,y), 

«0 folgt aus dem vorhergehenden, dass jede der beiden Diffe- 
renzen, die eine für ein hinreichend kleines k, die andere für 
ein hinreichend kleines h, kleiner werden kann, als irgend 
welche gegebene Grösse. 

Die algebraische Curve, deren Gleichung f (x, y) «■ ist,, 
theilt die Ebene in verschiedene endliche oder unendliche 
Theile; betrachtet man zwei Punkte, deren Coordinaten, in 
f (x, y) eingesetzt, Resultate mit entgegengesetzten Vorzeichen 
geben, so müssen diese also so liegen, dass man mittelst 
einer continuirlichen Bewegung nicht von dem einen zum 
andern gelangen kann ohne die Curve zu passiren; die Theile 
der Ebene sollen positiv oder negativ mit Bezug auf diese 
Curve heissen, je nachdem die Punkte beim Einsetzen in die 
Gleichung ein positives oder negatives Resultat geben; um 
von einem positiven zu einem negativen Theile zu kommen, 
muss man die Curve eine ungerade Anzahl Male passiren, 
um von einem positiven zu einem positiven zu gelangen eine 
gerade Anzahl Male. Geht man durch einen Punkt der 
Curve, welcher zweien Curvenästen gemeinsam ist, so muss 
das als ein zweimaliges Passiren der Curve aufgefasst werden. 

Da man f (x, y) mit einem beliebigen Vorzeichen schreiben 
kann, so ist das Vorzeichen für einen bestimmten Theil will- 
kürlich; kommt man aber überein f(x, y) so zu schreiben, 
dass das Glied, welches x oder y nicht enthält, positiv ist, so 
wd der Theil positiv, in welchem der Anfangspunkt liegt, 
und damit ist dann das Vorzeichen für alle übrigen Theile 
bestimmt. 

7. Betrachtet man zwei solche Curven, A == und 
B = 0, so theilen sie die Ebene in verschiedene Theile, für 
welche das Product A B positiv oder negativ wird, jenachdem 
dieselben mit Bezug auf A und B gleiche oder verschiedene 
Vorzeichen haben. Wählt man irgend einen Durchschnitts- 
punkt der beiden Curven und zeichnet darum eine kleine 
geschlossene Curve , so wird diese von den Curvenästen in 
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vier Theile getheilt; durchläuft man die kleine Curve indem 
man die Werthe von AB für alle ihre Punkte bestimmt, so 

bemerkt man, dass AB jedesmal gleich Null 
wird und das Vorzeichen wechselt, wenn ein 
Curvenast passirt wird. Nennt man die 
Stücke der kleinen Curve positiv oder nega- 
tiv, je nachdem die Punkte dieser Stücke 
AB positiv oder negativ machen, so werden zwei gegenüber- 
liegende Stücke positiv, die beiden anderen negativ. Bei dem 
Passiren der einen Curve erfolgt jedesmal ein Uebergang vom 
Positiven zum Negativen, bei dem Passiren der anderen vom 
Negativen zum Positiven. Wird eine bestimmte Umlauf s- 
richtung innegehalten, so sieht man, dass sich zwei Arten von 
Durchschnittspunkten ergeben, nämlich solche, wo beim Pas- 
siren der Curve A ein Uebergang vom Positiven zum Nega- 
tiven erfolgt, und solche, wo beim Passiren von A ein Ueber- 
gang vom Negativen zum PositivÄ stattfindet. Beispielsweise 
findet man, dass die Durchsohnittspunkte zweier Kreise jeder 
von besonderer Art sind. 

Bildet man für jeden Durchschnittspunkt der Curven A 
und B den Unterschied zwischen der Anzahl Male, wo man 
beim Umlauf in positiver Richtung und beim Passiren von 
A den Uebergang vom Positiven zum Negativen macht, und 
der Anzahl Male, wo man den Uebergang vom Negativen 
zum Positiven macht, so erhält man die Zahl -f- 2 bei allen 
Durchschnittspunkten der einen Art, und — 2 bei allen Durch- 
schnittspunkten der anderen Art. Durch Addition aller dieser 
DiiFerenzen erhält man also eine Zahl, welche doppelt so 
gross ist, wie der Unterschied zwischen der Anzahl der 
Durchschnittspunkte der ersten Art und der Anzahl der 
Durchschnittspunkte der zweiten Art. Diese Zahl muss 
übrigens dieselbe sein, welche man bekommt, wenn man auf 
dieselbe Weise den Umfang einer beliebigen geschlossenen 
Curve durchläuft, welche alle Durchschnittspunkte umschliesst. 
Wenn sich nämlich eine solche Curve verändert, kann sich 
die Reihenfolge, in welcher ihre Durchschnittspunkte mit A 
und B vorkommen, jedesmal nur dann ändern, wenn man 
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einen Durchschnittspunkt von A und 
B passirt, und wenn die Curve, indem 
sie eine Stellung verlässt, in welcher 
sie A oder B berührt, zwei Durch- 
schnittspunkte mit einer dieser Curven 
bekommt oder verliert. Diese letzteren Durchschnittspunkte 
können indessen keinen Einfluss auf die gesuchte Differenz 
haben, da sie unmittelbar auf einander folgen ; sind es Durch- 
schnittspunkte mit B, so werden sie nicht mitgerechnet, und 
sind es Durchschnittspunkte mit A, so verändern sie die 
Differenz nicht, weil bei dem einen der üebergang vom 
Positiven zum Negativen, bei dem andern der üebergang 
vom Negativen zum Positiven erfolgen muss. Da nun zugleich 
2 solche Punkte, weil sie zusammen auftreten, keinen Ein- 
fluss auf die Vorzeichen bei den übrigen Durchschnittspunkten 
haben können, so sieht man. dass sie überhaupt keinen Ein- 
fluss auf die gesuchte Differenz haben. Diese kann sich also 
nur dann ändern, wenn man die Curve sich so verändern 
lässt, dass sie einen der Durchschnittspunkte von A und B 
passirt. 

Man nehme eine kleine geschlossene Curve an, welche 

weder A noch B schneidet, und für welche 
die Differenz also gleich Null ist. Darauf 
lasse man dieselbe sich erweitern, und jedes- 
mal wenn sie dadurch eine der kleinen Curven 
berührt, welche um einen Durchschnittspunkt 
beschrieben sind, lasse man sie diese und 
dadurch den Durchschnittspunkt umschliessen ; die Differenz 
wird dadurch um + 2 oder — 2 vermehrt, je nachdem der 
Durchschnittspunkt von der ersten oder der zweiten Art ist; 
dergestalt ist folgender Satz bewiesen: 

Sind^ zwei Curven A und B gegeben, und durchläuft man 
eine beliebige geschlossene Curve in einer bestimmten Wnlaufs- 
richtung, so mrd die Zahl, welche den Unterschied zwischen 
der Anzahl der beiden Arten von Durchschnittspunkten inner- 
halb der geschlossenen Curve angiebt, hcdb so gross sein tvie 
der Unterschied zwischen der Anzahl Male, wo beim Passiren 
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von A ein TJebergang vom Positiven zum Negativen, und der 
Anzahl Male, wo ein Zeichenwechsel im entgegengesetzten 
Sinne stattfindet. 

Giebt es nur Durchschnittspunkte der einen Art, so be- 
stimmt man auf diese Weise, wie viele reelle Durchschnitts- 
punkte die Curven innerhalb der geschlossenen Curve haben. 
Der Satz gilt immer, wie nahe auch die Durchschnittspunkte 
beisammen liegen; fallen mehrere zusammen, so gilt er also, 
wenn man statt dieses einen Punktes so viele zählt, wie hier 
zusammengefallen sind. 



Anzahl der AVurzeln einer Gleichung. 

8. Es sei die Gleichung n*®^ Grades 

/■(z) = AoZ^ + Aiz'»-! + . . . A„=0 (1) 

gegeben, worin die Coefficienten reell oder imaginär sein 

können. Setzt man 

z=:x + yi, 

wo X und y reell sind, so erhält man durch Trennung der 

reellen und imaginären Glieder 

f(x + yi) = A + Bi, (2) 

worin A und B gewisse reelle Functionen von x und y 

sind. Die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen 

dafür, dass x -}- yi öine Wurzel der Gleichung (1) sei, sind 

A = 0; B = (3) 

Die Wurzeln werden also durch die reellen Durchschnitts- 
punkte der beiden Curven A und B repräsentirt, die soge- 
nannten Wurzelpunkte,*) 



*) Die Curven A und B können nicht beliebig sein, sondern 
mÜBsen immer auf eine gewisse Weise von einander abhängen. Man 
erhält nämlich durch partielle Differentiation der Identität (2) 

r'/ . N dA dB . 

... , . • dA ^ dB . 



woraus folgt 



d^__^ dA ^ dB 
dx dy ' dx "" dy ' 
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Nun soll der eben gefundene Satz auf diese Curven 
angewendet werden, und man denke sich deshalb einen Kreis, 
der so gross ist, dass er alle Durchschnittspunkte, falls es 
solche giebt, umschliesst ; dividirt man die Grleichung (1) 
durch Aq, so erhält man die Form 

z" + a,^z"-'+ =0, (4) 

und hieraus, indem z=^x-|-yi==r (cos -j- i sin Ö), 

A =: r'* cos n 9 + a r°~^ cos [(n— 1) + u] + . . . = .... (5) 

B=zr°sinnO + ar"*-^ sin [(n— 1) Ö + u] + ...z=0 (6) 

Man kann den Kreis, also r, so gross machen, dass dessen 
Durchschnittspunkte mit A und B i^it so grosser Annäherung, 
wie man will, durch das erste Grlied bestimmt werden; das 
giebt beziehungsweise für A uud B 

co8nO = 0; sinnG^O, 
woraus 

^_ (2p +1)7: ^ o^P^. 
2n ' n * 

Hieraus sieht man, dass die Durchschnittspunkte mit den 
beiden Curven, je grösser der Kreis wird, um so mehr sich 
den Stellungen nähern, in welchen sie die Peripherie in 4n 
gleich grosse Theile theilen, und dass die Durchschnitts- 
punkte mit A und B abwechselnd auf einander folgen. Da 
die früher besprochene Diflfereuz solchergestalt 2 n wird, muss . 
der unterschied zwischen den Anzahlen der beiden Arten 
von Durchschnittspunkten n sein, und es müssen also wenig- 
stens n der einen Art vorhanden sein. 

Eine Gleichung n'*" Grades hat also wenigstens n Wurzeln, 

9. Ist aj eine Wurzel der Gleichung f(z) = 0, so ist das 
Polynom f(z) theilbar durch z — a j . 

Man kann nämlich in jedem Fall 

f(z) = (z-ai)Q + R 
setzen, worin Q eine ganze Function bedeutet, und R z 
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nicht enthält. Diese Identität muss auch gelten ftir z = a,, 
nnd dadurch erhält man 

da z nicht in B, enthalten ist, und B, also unverändert bleibt, 
wenn man a| für z einsetzt. 

Ist ttj eine andere Wurzel der Gleichung, so muss durch 
dieselbe (z — a,)Q, also auch Q gleich Null werden. Folg- 
lich ist 

Q = (z-a,)Qi, 
also 

f(z) = (z-a,)(z~a,)Q, 
und so fort. 

Umgekehrt sieht man leicht, dass a eine Wurzel von 
f(z) = ist, wenn z — a ein Factor von f(z) ist Jeder 
Wurzel von f (z) = entspricht also ein Factor von f (z) von 
der Form z — a und umgekehrt. Da nun ein Polynom des 
j^ten G-rades nicht mehr als n Factoren ersten Grades enthalten 
kann, so kann eine Gleichung n*®" Grades nicht mehr als 
n Wurzeln haben. In Verbindung mit dem Satze in 8 geht 
hieraus hervor, dass eine Gleichung w''" Orades immer n Wur- 
zeln hat*) Sind diese ai, aj . . . an, so ist 

f (z) = Ao (z — ai) (z — otg) . . . (z — Äjj), (7) 

WO Aq der Coefficient von z" in f(z) ist. 



*) Hieraus folgt wieder, dass alle "Wurzelpunkte von derselben 
Art sein müssen, so dass man den oben gefundenen Satz anwenden 
kann um die Anzahl der Wurzelpunkte innerhalb einer beliebigen 
geschlossenen Curve zu bestimmen (Satz von Oauchy). 

Man kann beweisen, dass die beiden Arten von Durchschnitts- 
punkten für zwei beliebige Ourven A und B so liegen, dass man die 
Curve 

dA dB dA dB _ 
dx dy dy dx 

eine ungerade Anzahl Male passiren muss, um von einem Durchschnitts- 
punkte der einen Art zu einem der andern Art zu gelangen. Diese 
Ourve erhält keine reellen Aeste, wenn A = und B = die Wurzel- 
punktcurven sind. (0fr. Anm. S. 16.) 

2 
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10. Der geftihrte Beweis setzte voraus, dass alle Durch- 
schnittspunkte von A und B einfache Durchschnittspunkte 
waren, d. h. solche, wo man auf der kleinen geschlossenen 
Curve A und B abwechselnd traf und jede zwei Male. Ist 
dies nicht der Fall, so erhält man die n Wurzeln nur dadurch, 
dass man einen solchen Durchschnittspunkt von besonderer 
Natur so oft mitzählt, wie eine kleine imi denselben beschrie- 
bene geschlossene Curve durch die Uebergänge von -{-zu. — 
angiebt; dieser Fall soll nun genauer untersucht werden. 

Wird ein Wurzelpunkt, der z =» a entspricht, zum An- 
ÜEUigspunkt genommen, so muss z «» der Gleichung genügen 
und diese also die Form 



^z + \2«... = (8) 

annehmen, woraus 

A = srco8(0 -f ü) + br»co8(20 + üJ + .. . = 0; . . . . (9) 
B = ar sin (9 + u) + b r* sin (29 + ü^) + . . . = 0, . . . . (10) 

und hierin braucht man, für ein hinreichend kleines r, nur 
das erste Glied zu berücksichtigen. Solange a also niclit 
gleich Null ist, erhält jede Curve nur zwei Durchschnitts- 
punkte mit einem kleinen Ereise mit dem Kadius r, nämlicli 
die, welche durch cos (6 + o) = für A, und sin (6 -f o) = 
für B bestimmt werden. Man hat es also mit einem gewöhn- 
lichen Durchschnittspunkte zu thun; ist dagegen a'=0, so 
werden die Durchschnittspunkte beziehungsweise durch 

cos (29 + üj) = und sin (29 + u^) = 

bestimmt, woraus hervorgeht, dass jede der Curven in diesem 
Punkte einen Doppelpunkt besitzt, so dass der Kreis die 
beiden Curven in 8 Punkten schneidet, da jede der Gleichungen 
4 Werthe für 6 giebt; da diese nun abwechseln, so wird ein 
solcher Punkt die Differenz um +4 vermehren und also 
wie 2 Wurzelpunkte zählen. Im Allgemeinen findet man, 
dass der Punkt wie p Wurzelpunkte gezählt werden muss, 
wenn die Gleichung mit z^ anfängt, oder wenn ihre linke 
Seite durch zp theilbar ist. In diesem Falle ist f (z) theilbax 
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durcli (z — a)P, und man sieht dergestalt, dass äer aufgest^Ue 
SaU über die ÄmciM der Wurzeln nur gut, wenn eine Wurzel 
a tvie p Wurzeln gezählt wird, sobald f(z) theübar ist durch 
(z — a)'*. Man sagt, dass die Gleichung in diesem Falle gleiche 
Wurzeln habe und nennt a eine p £ache Wurzel. 

11. Zweiter Beweis dafür y dass eine Gleichung n**" Orades 
n Wurzeln hat (Beweis von Argand, auch Cauchy's Beweis 
genannt). 

Es genügt, wenn man nachweisen kann, dass jede Gleichung 
wenigstens eine Wurzel hat, denn man kann sich dann den 
dieser Wurzel entsprechenden Factor durch Division entfernt 
denken; dadurch gelangt man zu einer Gleichang, welche um 
einen Grad niedriger ist und welche wiederum eine Wurzel 
haben muss; durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhält man 
schliesslich eine Gleichung ersten Grades, welche eine Wurzel 
hat, und man hat dann nach und nach n Wurzeln bestimmt, 
falls die Gleichung vom n**° Grade war. 

Um nun zu zeigen, dass 

f(z) = 

wenigstens eine Wurzel hat, untersuchen wir, ob ein gewisser 
Werth 

Zo = rg 

der Gleichung Genüge leistet; thut er das, so hat man eine 
Wurzel; thut er es nicht, so erhält f(z) dadurch einen gewissen 
Werth Zq niit dem Modulus B, aber man kann dann zeigen, 
dass man durch kleine an r und 6 vorgenommene Verände- 
rungen einen anderen Werth von f (z) mit einem kleineren 
Modulus als B erhalten kann, so lange B nicht Null ist. 
Setzt man nämlich z© + h an die Stelle von Zq, worin 

so erhält man 

f (8. + h) = f (z.) + fp M -^ + f +» (z.) -(j-qnjT: + •••-*-.»»". 

2* 
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wo p > 1 sein kann, da einige der abgeleiteten Functionen 
Null werden können. Man erhält dann 

worin B theilbar ist durch eine höhere Potenz von p als p^ 
und worin 

.^j^ = Cp(co8ap + iBin«p), 

so dass Cp eine positive Grösse ist, welche nicht Null sein 
kann. 

Wählt man nun co so, dass 

p© 4- ttp = w, 
so erhält man 

cos (p » + a ) = — 1 ; sin (p c» + a ) = 0. 

also 

f(Zo) ~" '^pP +^01 

worin Bq der Werth von B ist, welcher dem eingesetzten 
Werthe von o) entspricht. Das Glied — OppP ist negativ 
und für hinreichend kleine Werthe von p grösser als mod. Bo ; 
man kann also immer co und p so wählen, dass 

f (z + h) 
mod. r^\ < 1 oder mod. f (z^ + h) < mod. f (zo). 

Es kann deshalb keine möglichst kleinen Werthe von R geben 
ausser Null, und dadurch ist der Satz bewiesen. 

Man könnte sich doch die Möglichkeit denken, dass man 
bei einem beständig .abnehmenden B. sich einer gewissen 
Grenze, welche von Null verschieden wäre, näherte ohne 
sie zu erreichen; denkt man sich indessen alle Werthe von 
R, welche allen möglichen endlichen Werthen von z ent- 
sprechen, so muss einer von ihnen der kleinste sein, aber 
das ist, wie gezeigt worden, unmöglich für andere Werthe 
als Null. Es bleibt dann nur noch die Möglichkeit, dass z 



— 21 — 

bis ins Unendliche wächst, wenn R abnimmt, aber das kann 
nicht der Fall sein, da f(z) zugleich mit z ohne Grenze 
wächst. 



Conjugirte ^Vurzeln in Gleichungen mit reellen 

Coefflcienten. 

12. Ist die complexe Grösse a + hi eine Wurzel einer 
Gleichung mit reellen Coefflcienten, so ist a^— bi auch eine 
Wurzel der Gleichung, 

In diesem Fall hat man nämlich 

f(z) = [z-(a + bi)]Q, 

wo Q ein ganzes Polynom bedeutet. Da i in f (z) nicht vor- 
kommt, muss i wegfallen, wenn die Multiplication auf der 
rechten Seite ausgeführt wird; das kann indessen nur dadurch 
geschehen, dass i überall gerade Exponenten bekommt, und 
wenn das der Fall ist, so wird der Ausdruck nicht verändert wer- 
den, wenn man -f- i mit — i vertauscht. Dadurch erhält man 

f(z) = [z-(a-bi)]Qi, 

wo Q, die ganze Function bedeutet, welche aus Q durch die 
Vertauschung von + i mit — i gebildet wird. Man sieht 
also, dass f(z) auch theilbar ist durch z — (a — bi), oder dass 
a — bi auch eine Wurzel der Gleichung ist. 

Die complexen Wurzeln in einer solchen Gleichung kom- 
men also paarweise vor, und dasselbe muss dann auch für die 
complexen Factoren in f (z) gelten. 

Dui^ch Zusammenziehen zweier solcher Factoren erhält 
man den reellen Factor 

(z — a)S»+b2; 

man sieht hieraus, dass m>an sich ein reelles Polynom stets 
in lauter reelle Factoren aufgelöst denken kann, welche theils 
vom ersten und theils vom zweiten Grade sind. 
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Bestimmung der z^vei Gleichungen gemein- 
schaftlichen Wurzeln. 

13. Falls die beiden Gleichungen 

f(z)=:0 und P(z)=0 

die Wurzeln a, b, c . . . gemeinscbaftUch haben, müssen f (z) 
und F(z) den gemeinschaftlichen Factor (z — a)(z — b)(z — c).. . 
haben und umgekehrt. Da man nun durch bekannte Mittel 
immer den grössten gemeinschaftlichen Factor zweier Poly- 
nome bestimmen kaim, so kann man dadurch immer die 
Gleichung finden, welche die fiir zwei gegebene Gleichungen 
gemeinschaftlichen Wurzeln bestimmt. Solche Gleichungen 
werden dadurch auf einen niedrigeren Grad reducirt. I8t 
z. B. 9 (z) der grösste gemeinschaftliche Factor fiir f (z) und 
F(z), so erhält man durch Auflösung der Gleichung 9(z) = 
alle gemeinschaftlichen Wurzeln. Die übrigen Wurzeln der 
beiden Gleichungen werden dann durch die Gleichungen 

iM. = o«ndI^ = (2) 

cp(z) «p(z) ^ ^ 

bestimmt. 

Für den Fall, dass die gemeinschaftlichen Wurzeln in 
den gegebenen Gleichungen als gleiche Wurzeln vorkommen, 
wird 9(z)=»0 die Wurzeln in der kleinsten Anzahl Male, 
in der sie vorkommen, enthalten. Ist z. B. f(z) theilbar 
durch (z — ay und F(z) theilbar durch (z — a)P+<i, so wird, wie 
bekannt, <p(z) theilbar werden durch (z — a)P; man kann dann 
die Aufgabe noch weiter reduciren, da die zweite Gleichung (2) 
und <p(z) = wieder gemeinschaftliche Wurzeln bekommen, 
und also auf dieselbe Weise behandelt werden können. 

FaUs f(z) in rationale Fadoren zerlegt werden kann, soU 
die Gleichung f(z) = reductibd heissen, im entgegengesetzten 
FaU irreductibd. 

Da nun cp(z) rational wird, wenn f(z) und F(z) es sind, 
so sieht man, dass zwei Gleichungen reductibel sein müssen, 
wenn sie gemeinschaftliche Wurzeln haben; doch ist es 
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möglich, dass z. B. f(z) in F(z) aufgellt, so dass <p(z) — f(z). 
In diesem Fall kann f (z) = irreductibel sein. 

Hieraus folgt also, dass eine Gleichung, wdche eine 
Wurzd mit eitler irredvMiblen Gleichung gemein hat, aUe 
Wurzeln derselben haben muss. 



Bedingungen dafür, dass zvsrei Gleichungen 
gemeinschaftliche MTurzeln haben. 

14. Es lässt sich die Bedingung angeben, welche die 
Coefficienten zweier Gleichungen erfilllen müssen, damit die 
Gleichungen eine Wurzel gemeinschaftlich haben. Es seien 
die Gleichungen 

f(z) = 2^* + ai z"-^ + a, z'*-^ . . -f aa = ö W 

und 

fl(z)=z"^ + blz"^-l+b«z°>~^..+b^ = (2) 

Falls die Gleichungen eine Wurzel gemeinschaftlich haben, 
müssen f (z) und f j (z) einen gemeinschaftlichen Factor vom 
ersten Grade haben; sucht man den grössten gemeinschaft- 
lichen Factor von f (z) und f , (z), so erhält man zuletzt einen 
Rest, der nur Coefficienten der Gleichungen enthält; nachdem 
durch Division aus diesem die Factoren entfernt sind, welche 
während des Verlaufs der Rechnung eingeführt wurden um 
Brüche zu vermeiden, sei derselbe V; dann würde 

V = .'. . . (B) 

die nothwendige und ausreichende Bedingung dafür sein, dass 
die beiden Polynome einen gemeinschaftlichen Factor vom 
ersten Grade haben, oder dass die beiden Gleichungen eine 
gemeinschaftliche Wurzel besitzen. Der nächstletzte Rest 
hat die Form 

Ist dieser gleich Null, so haben die Polynome einen ge- 
meinschaftlichen Factor vom 2ten Grade und die Gleichungen 
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besitzen also zwei gemeinscbaftliclie Wurzeln ; die Bedingungen 
für zwei gemeinschaftliche Wurzeln sind also 

Vi=0; V, = (4) 

und so fort. 

16. Lagrange hat den Bedingungsgleichungen eine andere 
Form gegeben, wodurch ihre Bedeutung allerdings auch etwas 
abweichend von der der obenstehenden Gleichungen wird. Man 
denke sich einen der Ooefficienten a in der einen Gleichung 
veränderlich, während im Uebrigen die Ooefficienten beider 
Gleichungen unverändert bleiben. Indem a sich continuirlich 
verändert, ändern sich zugleich die Wurzeln der Gleichung, 
und für gewisse Werthe von a passiren sie die Wurzeln der 
andern Gleichung; man kan den Zuwachs h suchen, welchen 
man zu a hinzufügen muss, damit die neue Gleichung (1) 
eine Wurzel mit der unveränderten Gleichung (2) gemeinsam 
habe. 

Wird in V für a der Werth a + h eingesetzt, so erhält 
man einen neuen Werth Vi, der bestimmt wird durch 

TT . d V ^ . d» V h« 

^^=^ + -dr^ + ^^T:2-+ <^> 

Ist der Werth von a, von welchem ausgegegangen wurde, so 
beschaffen, dass es fiir ihn eine gemeinschaftliche Wurzel 
giebt, so ist V = 0, und soll man für den Werth a + h auch 
eine gemeinschaftliche Wurzel haben, so muss Vi «=0 sein. 
Der Zuwachs h wird deshalb bestimmt durch die Gleichung 

dV,^d2V h« . d»V h» . . .^. 

Denkt man sich alle Wurzeln von (2) in (1) eingesetzt, so 
erhält man ftir jede derselben den Werth von a bestimmt, 
welcher (1) genügt, und jedem von diesen entspricht ein Werth. 
von h in (6). Die m verschiedenen Werthe von h entsprechen 
deshalb einzeln ihrer Wurzel von (2). Auf der anderen 
Seite köimen zwei Gleichungen (1), welche verschiedenen 
Werthen von a entsprechen, keine gemeinschaftliche Wurzel 
haben (ausgenommen x = 0, wovon man absehen kann). Soll 
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nun für einen Werth von a der Gleichung (1) Grenüge ge- 
leistet werden durch q Wurzeln der Gleichung (2), so muss 
(6) q Wurzeln erhalten, welche Null sind; die nothwendigen 
und atisreichenden Bedingungen daför, dass q Wurzeln von (2) 
der Oleichung (1) genügen, sind deshalb: 

dV d»V d^~^V 

da ' da» * da*^~^ 

wohei nur vorausgesetzt ist, dass x==0 keine Wurzel ist. 

Diese Gleichungen drücken dasselhe aus, wie die jfrüher 
gefundenen, wönn die q Wurzeln verschieden sind; kommt 
dagegen z. B. die Wurzel a mehrere Male unter denselben 
vor, braucht sie doch nur einmal in (1) vorzukommen, wenn 
den Gleichungen (7) Genüge geleistet ist. Man sieht leicht, 
dass man statt eines der Coefficienten eine Grösse nehmen 
kann, von welcher mehrere der Coefficienten lineare Func- 
tionen sind; ist diese p, wird die Gleichung also die Form 

A + pB=0 

haben, und eine der obigen analoge Untersuchung wird 
zeigen, dass man annehmen muss, A und B haben keinen 
gemeinschaftlichen Factor. 



Gleiche Wurzeln. 

16. Jede Orösse, welche ein oder mehrere Male Wurzel 
von f(z) = ist, ist ein Mal weniger Wurzel vonf{z)^=»0. 

Sei z. B. a p Male Wurzel von f (z) = ; dann ist 

f(z)^(z-a)PQ, 
wo q nicht theilbar ist durch z — a. Hieraus erhält man 

r(z) = p(z-.a)P-iQ+(z-a)PQ' 
= (z-a)P-^[pQ + (z~a)Q'], 

WO Q' die abgeleitete Function von Q bedeutet. f'(z) ist 
also theilbar durch (z. — a)P— ^ und durch keine höhere Potenz 
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von z — a, da z — a nicht in pQ aufgeht, a kommt also 
p — 1 Male als Wurzel in f'(z) «= vor. 

Bezeichnet nun P| das Product der Factoren von f(z), 
welche jeder nur ein Mal vorkommen, F2 das Product der 
Factoren, welche jeder zwei Male vorkommen u. s. w., so ist 

f(z) = P,P,«P,»... 

f'(z) = P,P,*...Q, 

wo Q die Factoren von f'(z) enthält, welche fftr die gleichen 
Wurzeln nicht in Betracht kommen. Für den grössten gemein- 
schaftlichen Factor von f(z) und r(z) erhält man nun 

^(z)=P,P3«..., 
woraus 

■^^ = Pl Pg P, . . . = fi (z). 

Sucht man nun den grössten gemeinschaftlichen Factor 9, (z) 
für 9 (z) und deren Abgeleitete, so erhält man, wenn man 
9(z) durch «pi (z) dividirt 

lg (z) =s irg ig • . . 

und daraus 

Dergestalt ist die Gleichung 

P, = 

gefunden, und diese bestimmt alle die Wurzeln, welche nur 
einmal in der gegebenen Gleichung vorkommen. Diese 
Gleichung ist im Allgemeinen irreductibel, und es wird des- 
halb von ihrem Grade abhängen, ob sie auflösbar ist oder 
nicht. 

Zur Bestimmung von P2 hat man 

cpi(z) = P3P^«..., 

folglich, wenn 72(2) ^^^ grössten gemeinschaftlichen Factor 
für f , (z) und deren Abgeleitete bedeutet, 

Ti(z) 



T»(z) 



— ir 8 i: 4 ... — I3 (z), 



und daraus wiederum 
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UM'' '' 



Duroli Fortzetzung dieser Methode erhält man nach und 
nach die Gleichungen 

P^=0; P, = 0; P,=0... 

und durch Auflösung dieser alle Wurzeln von f (z) = 0. Diese 
Gleichungen werden sich, wie schon bemerkt, nicht immer 
auflösen lassen, aber man kann jedenfalls immer die Auflösung 
einer Gleichung mit gleichen Wurzdn zurückführen auf die 
Auflösung mehrerer Gleichungen ohne gleiche Wurzeln^ und 
jede dieser Gleichungen bestimmt ein System von Wurzdn, 
wdche in der gegAenen Gleichung gleich oft vorkommen. 



Die Coefficienten, ausgedrückt durch die ^Vurzeln. 

17. Die allgemeine Form der Gleichung n*®"* Grades wird, 
wenii man den Coefficienten von z^ durch Division entfernt, 

Sind die Wurzeln a,, a2, . . . oin, so hat man 

f(z)=:(z — ai)(z — aa)(z — a8)...(z — aj (2) 

Durch Ausführung dieser Multiplication und durch nachherige 
Vergleichung der Coefficienten in den beiden Ausdrücken für 
f (z) erhält man 



«1 + a» + •••««= — »] 






= a. 



+ «1 «8 + • • • «n— 1 *n = 

«8 + *1 *8 *4 + • • ' *n— 2 *u~l *n — 



— a. 



«1 «9 »8 • • • «n = ("~ ^)° *n' 



(3) 



Z^veites Kapitel. 

Beziehungen zwischen Wurzeln und Coefficienten. 



Symmetrische Functionen der AVurzeln. 

18* Eine Fimction mehrerer Variablen heisst symmetrisch, 
wenn sie nicht verändert wird durch die Vertauschung von 
zwei beliebigen der Variablen. Hier sollen nur rationale 
symmetrische Functionen behandelt werden. 

Wenn ein Ausdruck, der keine symmetrische Form hat, 
an Werth unverändert bleibt bei Vertauschung der ihn 
zusammensetzenden Grössen, kann derselbe so geschrieben wer- 
den, dass auch die Form symmetrisch ist. So bleibt z. B. 

unverändert bei der Vertauschung von a und b, wenn a == 1, 
b "= 2, aber man kann dann statt dessen schreiben : 

■l(a« + 3b+b« + 3a); 

allgemein, wenn 9 durch Vertauschung die verschiedenen Formen 
annimmt, die alle denselben Werth haben, so kann man 

setzen, und dieser Ausdruck ist auch symmetrisch in der Form. 
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Mne hdiebige symmetrische Fundion der Wurzdn einer 
Gleichung kann durch die Coeffidenten der Gleichung rational 
ausgedrückt werden, 

Falls die Function gebrochen ist, kann sie als Bruch 
geschrieben werden, und man kann dann Zähler und Nenner 
desselben ! einzeln betrachten, da diese auch symmetrische 
Functionen werden müssen. Wären nämlich Zähler und 
Nenner des so viel wie möglich verkürzten Bruches 

keine symmetrischen Functionen, so müsste es zwei Wurzeln 
geben, welche bei ihrer Vertauschung den Bruch unverändert 
Hessen, während Zähler und Neimer desselben verändert 
würden. Das ist indessen unmöglich, denn es würde mit sich 
führen, dass die beiden identischen Brüche nicht für dieselben 
Werthe von Xi, Xj . . . unendlich würden. 

Auf die Weise können nur ganze symmetrische Func- 
tionen in Betracht kommen. In einer solchen kann man ein 
Glied wählen, und indem man die darin vorkommenden 
Wurzeln aus den Wurzeln der Gleichung auf alle möglichen 
Arten herausnimmt, eine Gruppe von Gliedern erhalten, welche 
alle in der symmetrischen Function vorkommen müssen, und 
welche zusammen eine symmetrische Function bilden, die für 
sich berechnet werden kann; die übrig gebliebenen Glieder 
werden dann auf dieselbe Weise behandelt. Ist die Gleichung 
z.B. vom dritten Grade mit den Wurzeln x,, Xj und X3, 
und kommt in der Function das Glied XjXj^Xj vor, so 
müssen sich auch die Glieder XjXj^Xg und x, Xs^Xj in 
derselben finden, und man behandelt dann die symmetrische 
Function 

für sich, die wiederum als 

Xi Xj, X3 (xi + Xa + Xg) 

geschrieben werden kann, so dass man es hier mit den beiden 
symmetrischen Functionen x, Xj X3 und X1+X2+X3 zu 
thun hat. 
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Eigentlich hätte man hier 6 Glieder erwarten sollen, da 
die 3 Wurzeln, welche in dem einzelnen Gliede vorkommen, 
auf 6 Arten permutirt werden können; das einzelne Glied 
ist inzwischen selber symmetrisch mit Bezog auf die zwei 
Wurzeln, und deshalb bleiben nur 3 Versetzungen übrig, 
welche wirklich verschiedene Ausdrücke geben. 

Eine symmetrische Function, welche nicht in einfachere 
symmetrische Functionen zerlegt werden kann, ist also be- 
stimmt durch ein einzelnes von ihren Gliedern; durch ein. 
vor dieses Glied gesetztes 2! soll die durch dasselbe bestimmte 
symmetrische Function bezeichnet werden; beispielsweise ist 
also für eine Gleichung n**" Grades: 

2i Xj Zg = XjL Xg -f Xj Xj + Xj X^ . . . + ^n—i ^n» 

2xi» = Xi» + Xa«... + x^«. 



Newton's Formeln. 
19. In Sonderheit sollen die symmetrischen Functionen 

it X]^ — — 8« j 2t Xi ^^ Sj * * » 2t X« — • 8. 

betrachtet werden, zu deren Berechnung Newton folgende 
Methode angegeben hat: 

Aus 

f(x) = (x — Xi)(x — Xa)...(x — xj (1) 

erhält man, indem man den natürlichen Logarithmus nimmt 
und differentiirt: 

-t^=^^ + ^-...+ — 1-*), (2) 

f(x) X — XjX — Xg X— Xjj^' ^ ^ 



*) Dieser Satz kann anch auf folgende Weise gefunden werden: 
Aus 

f(x)=:(x — Xi)(x — X2)...(X — Xj 

erhält man 

f(x + h) = (x + h-xi)(x + h-xa)...(x + h — x„). 
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also 



f'(,) = _M_ + JfOE}_...^ f« 



Nim ist aber 
also 

X — X, 



X "~"~ Xj X "~"^ Xq 



X — X. 



n— 2 



f(x) = x° + aix''~* + aax""*^.. + a^ 



(3) 



(4) 



= x°-^ + X, 



x-~^ + X,« 
+ aiXi 
+ »2 



x"-' + Xi» 
+ ai Xi» 
+ a^Xi 
+ a^ 



x'^... + xi— 1 

+ ai x,»-^ 
+ a, x,°-» 



+ a„ — 3 x^ 
+ a^-i- 

Aelmliche Ausdrücke erhält man für die übrigen Brüche, wenn 
man die hier vorkommende Wurzel Xj nach und nach mit 
den übrigen Wurzeln Xa, X3 . . . Xn vertauscht. 

Addirt man alle auf diese Weise erhaltenen Gleichungen, 
so erhält man mittelst der oben angegebenen Bezeichnung: 

f'(x) = 



+ na. 



^"-^ + s. 



+ a, s 



1 ''1 



+ naa 



X— » + 8» 



1 ^a 



+ a 
+ a 
+ na8 



9 ^1 



ja—i 



• • • + 8n_i 
+ ai 8„_2 



+ »2 »n- 



-3 






also 

aber 

f(x) "" "^ f(x) 1 "*■ f(x) 1.2 ■*"••• 

Führt man die Multiplication auf der rechten Seite aas nnd vergleicht 
die Ooefficienten der gleichhohen Potenzen von h, so erhalt man 



£00.__i . _i 

f(x) — X — Xi "^ 



X — Xg 

1 



...+ 



lf"(x)^ 

2 f (X) (x-xi) (x-xg) "^ (x-xi) (X-.X3) 

U. 8. W. 



• • • 



+ 



(X— x^_i) (x— x^) 
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Auf der anderen Seite hat man: 
f'(x) = nx«>-* + (n — 1) ai x^-« + (n — 2) a, x^"». . . + 



a 



n— 1 



;. (5) 

da die für r(x) gefundenen Ausdrücke identisch sein müssen, 
folgt hieraus 

Sa + aiSi +2aa=0, 

»8 + »1 8a + a, 8i -f Sa» = 0, 



. (6) 



Aus diesen Gleichungen findet man nach und nach 



Si = — a 



1) 



82 = 

8« = 

84 = 
8^ = 



ai«-2aa, 

— a^s +3aia2 — Sag, 

ai*— iai^aa + ^a^ ag + 2a^.a— 4a^, 

— a^* + öa^' aa — öa^^ a^ — 5 (aj* — a^) a^ 4- Öaj a« 



(7) 



Sag. 



Die gefundenen Formeln dienen nur zur Bestimmung von 
Si, 82 . . . Sn-i. Um Formeln zur Berechnung von Sn, Sn_|.i 
u. s. w. zu finden, multiplicire man f (x) mit x™, wodurch man 
erhält 



,n-fm 



+ aiX 



n-j-m — 1 



+ a.x 



n+m — 2 



... + a^x°' = 0. 



eine Gleichung, welcher durch Xi, Xj . . . Xn Genüge geleistet 
wird. 

Setzt man nach und nach diese Werthe statt x ein und 
addirt dann die auf diese Weise erhaltenen Gleichungen, so 
erhält man 



^n+m "^ *l ^n+m-l + *fi ^n+m— 2 + • • • + «-n V " 0. 



(8) 



Lässt man hierin m allmählig die Werthe 0, 1, 2 . . . annehmen, 
erhält man (indem Sq = u) 



8„ + ai 8„_i + aa s^,.^ . . . + n a^ 






(9) 
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Diese Formeln dienen zur Berechnung von Sn, Sn+i, Sn+2 . . . , 
wenn Sn— i, Sn— 2 . . . durch die früheren Formeln gefunden 
worden sind. 

Die gefundenen Formeln zeigen, dass die Summen der 
Potenzen der Wurzeln ganze Zahlen werden, wenn die Coeffi- 
cienten es - sind. Mit Rücksicht auf das folgende sei ferner 
bemerkt, dass alle gefundenen Gleichungen homogen sind, 
wenn man die Indices für jedes a und s den Grad bestimmen 
lässt. Ausserdem sieht man, dass die Coefficienten durch 
lineare Gleichungen bestimmt werden, sobald man 

kennt. 

Kennt man Sp für n beliebige Werthe von p, geben die 
gefundenen Gleichungen ebenso viele Gleichungen zur Bestim- 
mung der Coefficienten, wie Unbekannte vorhanden sind. 

Die Bestimmung von s_p wird auf die Bestimmung von 
Sp fiir eine andere Gleichung zurückgeführt, nämlich für die, 

welche aus der gegebenen durch Vertauschung von x mit — 

gebildet wird; für diese hat man nämlich 



Sp 



^KiT^'^^"" ="->-• 



20. Man kann einen anderen Weg einschlagen, um die 
synunetrisclie Function Sp zu berechnen. Es ist nämlich 

= 4- + ^ + ^+ (10). 



-X_ X ^ X2 ^ X» 



P 



Diese Gleichung gilt für alle Wurzeln, wenn x grösser 
genommen wird als die grösste derselben, so dass die Beihe 
convergent wird; setzt man nun nach und nach für Xp alle 
Wurzeln der Gleichung ein und addirt, so erhält man mit 
Hülfe von 19 (2) 



f (X) — X "^ X« "^ X 

oder 



~ + -^- 4- -^ 4- 



X f (X) , Si , 83 



f(x) 



= n + -^ + ^ + (11) 
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Entwickelt man nun die Grösse auf der linken Seite 
des Gleichheitszeichens in eine Reihe nach Potenzen von 
X mit negativen Exponenten, so erhält man für diese Grösse 
zwei Ausdrücke, welche gleich gross sind für alle Werthe 
von X üher einer gewissen Grenze, und welche deshalb iden- 
tisch sein müssen. Die durch die Division gefundenen Aus- 
drücke sind also eben die gesuchten Grössen s,, Sj 

Die Grösse kann auch für ein hinreichend kleines 

X — X, 

X in eine convergente Reihe nach Potenzen von x mit posi- 
tiven Exponenten entwickelt werden ; man erhält 

und daraus durch dasselbe Verfahren wie oben 

— -J^ =8-1 + 8_2 X + 8_a X3 + (12) 

wodurch s_i, s_2, s-s u. s. w. gefunden werden, wenn der 
Bruch auf der linken Seite in eine Reihe mit positiven 
Exponenten für x entwickelt wird. 

Man sieht leicht die XJebereinstimmung zwischen dem 
Verfahren, durch welches Sp aus Sp_i, Sp-a . . . Sp-n mittelst 
19 (9) gefunden wird, und dem Verfahren, durch welches, 
bei Entwicklung von Brüchen in recurrirende Reihen, jeder 
der Coefficienten aus den vorhergehenden gebildet wird. Die 
Glieder der Relationsscala sind eben die Coefficienten der 
Gleichung mit entgegengesetzten Vorzeichen. 



Andre symmetrische Functionen. 

21. Man nennt die gefundenen symmetrischen Functionen 
einförmig; zweiformig sind die, deren bestimmendes Glied 
zwei Wurzeln enthält, dreiförmig die, bei denen das Glied 
drei "Wurzeln enthält u. s. w. Bei den zweiförmigen hat also 



— So- 
das allgemeine Glied die Form Xj^Xj^. Bildet man das 
Product SqiSq, so findet man darin dieselben Glieder wie in 

2xi*X2S uiid ausserdem die Glieder, welche durch Multi- 
plication von Potenzen derselben Wurzel mit einander (xj" 
mit XjP u. s. w.) gebildet sind; man hat also 

2:xi°^x2^=:s^sp-s^_^ß (1). 

Man sieht, dass die zweiförmigen Functionen rationale 
ganze Zahlen werden, wenn die Coefficienten es sind, und 
dass ihr Grad, wenn man der oben angegebenen Regel folgt, 
durch Addition der Exponenten gefunden wird. 

Für a = ß werden zwei und zwei Glieder gleich, da 

Xi*X2°' = X2°'xi*. Da man nun bei der symmetrischen 
Function jedes dieser Glieder nur einmal mitnehmen darf, 
erhält man 

2X,«X,^^J(8„«-8J (2). 

' Um die dreiförmige symmetrische Function Sxi^Xg^Xg'^^ 
zu finden, multiplicire man (1) mit s^, woraus 

^ a 3 

S ^ X-| Xo S So S —^ S I n o * 

T ^ ^ °^ ß T «+ß T 

m 
/ 

Die Glieder auf der linken Seite sind eben die, welche 
in der gesuchten Function vorkommen, aber ausserdem finden 
sich dort die Glieder, welche dadurch gebildet werden, dass 

ein Glied XjJ von s^ mit den Gliedern des andern Factors, 

in welchen Xp auch vorkommt, multiplicirt wird; diese Glieder 
bilden die symmetrische Function 

und man erhält also 

Falls zwei der Exponenten gleich gross sind, werden 

zwei und zwei Glieder gleich, falls alle drei Exponenten 

3* 



— So- 
gleich gross sind, werden je 6 Glieder unter einander gleich ; 
man erhält deshalb 

und 

2x,«X.«x/ = ^(B»,-38,8,^ + 28j (5). 

Auf diese Weise kann man fortfahren und dergestalt ist 
bewiesen, dass jede symmetrische Function der Wurzeln eine 
rationale ganze Function der Coefficienten ist; die Function 
ist homogen und ihr Grad wird durch Addition der Expo- 
nenten des bestimmenden Gliedes gefunden, wenn man ap als 
vom p**" Grade betrachtet. 



Andere Methode zur Berechnung der symmetri- 
schen Functionen der Wurzeln. 

22. Während Newton's Formeln mit verhältnissmässiger 
Leichtigkeit bei numerischen Gleichungen angewendet wer- 
den, giebt es andere Methoden, welche bei algebraischen 
Gleichungen mit Buchstabencoefficienten vorzuziehen sind. 
Solche sind von Waring und Cauchy gegeben; hier soll es 
indessen vorgezogen werden, eine Methode darzustellen, welche 
am nächsten mit der von Waring übereinstimmt, aber be- 
quemer in ihrer Anwendung ist. 

Der Bequemlichkeit wegen schreibe^ map die gegebene 
Gleichung 

x*»— aix"-^ +a2X°-2 — a8x"-* + ...=0; (1) 

die symmetrische Function cp werde vom Grade a angenommen ; 
dann sei 

worin das erste Glied aus allen den Gliedern zusammengesetzt 
ist, welche a^ enthalten, das zweite aus allen übrig gebliebe- 
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nen Gliedern, welche an_i enthalten, u. s. w. Der Index giebt 
überall den Grad an. 

Da diese Gleichung, wenn an, an— i u. s. w. durch die 
Wurzeln ausgedrückt werden, eine Identität ist, kann man auf 
beiden Seiten des Gleichheitszeichens so viele Wurzeln gleich 
Null setzen, dass nur das letzte Glied auf der rechten Seite 
zurückbleibt; wenn dieses darauf gefunden ist, wird es auf 
die andere Seite hinübergebracht; man kann dann das Pro- 
duct der restirenden Wurzeln durch Division entfernen und 
auf dieselbe Weise fortfahren. Wie man oft diese Division 
vermeiden kann, wird sich am leichtesten zeigen lassen, wenn 
die Methode auf ein paar Beispiele angewendet wird. 

Beisp. 1. 

1 x^s Xa» Xg = Ao a« + Ai ag + Aa a^ + A» a« (3) 

Im ersten Gliede erhält man a^, da die Function vom 6**" 
Grade ist; ist die gegebene Function von einem niedrigerep 
Grade, so wird dieses Glied fortfallen; im letzten Gliede 
erhält man a3, da die Function Null wird, wenn man alle 
Wurzeln mit Ausnahme von zweien gleich Null setzt. 
Nun setze man 

X^ — X^ — Xg • . • — u, 

dann ist 

^ Xi» Xg» x« = Ag ag , (4) 

WO die ursprünglichen Bezeichnungen^ beibehalten werden, 
aber daran erinnert wird, dass der höchste Index 3 ist. Hier- 
aus erhält man, wenn man durch Xj Xj X3 dividirt: 

1 x^2 xa = Ag = «0 ag + ttj aa ai ; (5) 

in A3 kommt a, ^ nicht vor, da die Function Null werden 
muss, wenn zwei der Wurzeln gleich Null gesetzt werden. 
Setzt man X3 =0, so erhält man 

Xi Xa 2 Xi = ai aa ai ; «1 = 1, 

und hierdurch aus (5) 

Sxi^Xa — ai ag 



«0 = 



^1 ^2 ^8 



Da diese Gleichung identisch ist, kan man alle Wurzeln 
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gleich 1 setzen, wobei man nur die Anzahl der Glieder im 
Zähler zu bestimmen hat; dadurch erhält man 

ao=:6 — 3.3 = — 3 
und hat nun, indem Xp = für p > 4, 

2xi»Xa»X8=:A2a^ - Sa»» + a^ ag a» 
oder 

Äj Äg &3 A.^ 

worin die Coefficienten ao und a^ gefunden werden sollen. 
Um das zu erreichen setzt man die drei Wurzeln gleich 1, 
die vierte gleich h, und sucht den Coefficienten für h^, also 
im Zähler auf der linken Seite fürh*; inSlxi^Xj^Xa be- 
nutzt man also nur die Glieder, in denen h den Exponenten 
3 hat, und von diesen giebt es eben so viele, als es Möglich- 
keiten giebt, die beiden anderen in jedem Gliede vorkommen- 
den Wurzeln zwischen den drei Wurzeln 1 herauszunehmen; 
hier kommt also der Coefficient 6; da nun femer 

a8 = l + 3h; a2 = 3 + 3h; ai = h + 3, 

so erhält man 

6 — 9 = «1 = - 3, 

und wenn man alle Wurzeln gleich 1 setzt: 

24 + 48 — 96 = 6 «0 — 3 . 16, 

so' dass nun 

Sx^^Xa^Xa — a^(4a3 — 3aig) + Sa^a — a^ ag a^ _ ^ _ 

' « — xl-j- ^^1) 

^1 ^9 ^8 ^4 ^B 

indem hier alle Wurzeln mit Ausnahme von 5 gleich Null 
gesetzt sind; setzt man diese 5 gleich 1, so erhält man 

60 — 5 (4 . 10 — 3 . 25) + 3 . loa - 5 . 10 . 10 = a . 5, 

und endlich auf dieseselbe Weise Aq = — 12, so dass das 
gesuchte Resultat für alle Gleichungen wird 

2x18x2^X3 = — 12 a^, + Ta^ai + &^(4k&2 — ^^i^) — ^H^ + H ^2 »s- 
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Beisp. 2. Für die Gleichung 

soll berechnet werden: 

ü = (xj — Xg)» (xi — Xy)» (Xg Xa)«. 

Man hat 

U = A3 ajj -\- A^ a^, 

denn die folgenden Glieder müssen fehlen, da U Null wird, 
wenn zwei der Wurzeln gleich Null gesetzt werden. Für 
Xg = erhält man 

Xi^x^^Cxi - Xj)» = A^ag^ag» (- 4aa + a^^), 

also 

U = a8 («0 ag + ai a, a^ + a^ aj») + ag» (— 4a2 + ai»)- 

Man setze hierin Xj =X2 = 1; X3 =h und suche die Coeffi- 
cienten für h* ; dadurch erhält man 

= ag + 4; ag= - 4, 

die Coefficienten für h* ergeben 

2«! -24 — 12 = 0; «1 = 18, 

während man, wenn man darauf alle Wurzeln gleich 1 setzt, 
«Q = — 27 findet und also hat 

ü= — 27a8a + ISagagai — 4a8ai» -4ag» + ag^ a^^. 

Sowohl in diesem wie in dem vorigen Beispiel wird das 
Resultat dasselbe, wenn man für die Gleichung die gewöhn- 
liche Form mit positiven Coefficienten benutzt. 



Allgemeine Formeln für Sp und ap. 

23. Mit Hülfe von Newton's Formeln kan man Sp be- 
rechnen, wenn die Coefficienten gegeben sind, und umgekehrt 
die Coefficienten, wenn Si, Sj . . . Sn gegeben sind; aber diese 
Berechnung verlangt die Auflösung eines Systems linearer 
Gleichungen. Durch die folgende Methode erhält man dagegen 
sofort explicite Ausdrücke für die gesuchten Grössen. 
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Es sei 

(X— Xi) (X— Xa) . . . (x-x„) = x" + ai x""* + a^ x'*-^ + . . . + a„ ; (1) 

in dieser identischen Gleichung denke man sich x einen 
Werth beigelegt, der grösser ist als die grösste der Wurzeln, 
dann erhält man, wenn man durch x" dividirt und den 
natürlichen Logarithmus nimmt 

'0-t)+'0-'t)+-iO-t)=iO + t+x^- + ^>(^) 

alle Glieder können hier in convergente Reihen entwickelt 
werden, wodurch man erhält 



( 



B. s 8« \ «2 a* a* 



indem 



X ^ X» ^ Y» 



«2 

2 


+ 


3 


»n 







Nun vergleicht man die Coefficienten für x—p auf beiden 

Seiten; auf der linken Seite ist er —: auf der rechten 

P 
Seite ist das allgemeine Glied 

(^l)k+i /a, a, 



k 



(^^*--^)'. 



wo wiederum das allgemeine Glied der Grösse in der Klam- 
mer zufolge der Poljmomialformel gleich 

ßiJß2J-- ß„l »1 a» a, ...a„ X n , (4j 

worin 

ßi +ßa + ...ß„ = k (5) 

Von diesen Gliedern werden hier nur die benutzt, fiir welche 

ßi + 2ßa+...nß„ = p, (6) 

so dass die allgemeine Lösung wird: 

«P = ^ ß,!ß,!...ßj «x^^a/«-^^ (7) 
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wo ßi, ^2 • • • ßn alle die positiven ganzen Werthe (Null ein- 
gerechnet^ bekommen, welche (6) genügen. 

Um einen expliciten Ausdruck für ap zu bekommen, 



Um einen expliciten 
entwickle man aus (2) 



1 + 



a, 



X 



+ 



a 



a 



a. 



a. 



-2 



+ ... 



+ ... 



= 6 \ X "*■ 2x8 +•••) 



a 



9 



==^-T+l.2 



• . • • • • > 



• (8) 



indem 



] 

"~"ir "^ 2x» ' 3x» 



S 8 

"r o __« "T" • • • 



Hieravis erhält man nun durch ein Verfahren wie das obige: 



p — 






h 



ß 



ßp 



arar-a)'-<'> 



worin 



Beispielsweise findet man hierdurch 



*1 "" ^17 

2.3.a8 = -8i8 +88183 — 28», 
2.3.4. a4 = Si* — 6si2 83 + 88183 + 383« ~ 6s^, 
5!aß = — s^ß + IOS1883 — 20si«83 — 158iSa2 + 30 s^ s^ 

+ 208383—2485, 



(10). 



(11) 



ebenso wie man es durch Anwendung von Newton's Formeln 
finden würde. 



24. "Wendet man (7) auf die Gleichung 

X2 — aX + b ::= 

an, so erhält man 



(12) 



8. 



__ (-l)^p,(p-H.-l)! p_2M. . (x 
-^ (P-2h.)!h.! 



(13) 



worin p. nach und nach alle Werthe 

0, 1, 2 . . . 

erhält, bis zu der grössten ganzen Zahl welche in -^ ent- 
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halten ist. Der Ausdruck kann auch folgendennasssen ge- 
schrieben werden: 

8p = a'' - pa" -* b + J^^=^ a'^ b« . . . 

+ (_ 1)1^ PJP^j^DJP - 1^ - 2) . ■ . (P n2ji±i> aP-^l-bl* + , . . (14) 

1 • A f O • • • |1« 

Für die Gleichung 

z»— zx + 1—0 

erhält man 

+ (_ 1)1- PlL -l--^)U'-/-^)---<I'-^'- + ^) ,P-*I- + . . . (15) 
ein Ausdruck, der später Verwendung finden wird. 



Die Gleichung der quadrirten ^Vurzeldifferenzen. 

25. Aus einer gegebenen Gleichung kann man eine neue 
Gleichung bilden, deren Wurzeln die Quadrate der DifiFe- 
renzen zwischen je zwei Wurzeln der gegebenen Gleichung 
sind; sind die Wurzeln der gegebenen Gleichung 

Xj, X^ . . . Xjj, 

werden also die Wurzeln der gesuchten Gleichung 

(X, -xa)«, (Xi -X3)a . . . ^^x^^j -x^)>, 

und die Gleichung wird demgemäss vom Grade — ^-^ — -. 

Diese Gleichung hat früher eine grosse Rolle in der Theorie 
der Gleichungen gespielt. Setzt man das letzte Glied der- 
selben gleich Null, so erhält man die Bedingung dafür, 
dass die gegebene Gleichung ein Paar gleich grosser Wurzeln 
hat, da dies mit sich fiihren muss, dass eine der Wurzeln 
der DiflPerenzengleichung Null wird. Hat die gegebene Gleichung 
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zweiPaaxe gleich grosser Wurzeln, z. B. Xj = Xj, Xg X4, so 
werden (xi — X2)* und (xj — x^)^ Null, so dass die beiden 
letzten Glieder der Differenzengleichung fortfallen; giebt es 
drei Paare gleich grosser Wurzeln oder drei gleich grosse Wur- 
zeln, so fallen die drei letzten Glieder fort u. s. w. 

Die Gleichung der quadrirten Differenzen erhielt nament- 
lich ihre Bedeutung dadurch, dass sie als Mittel diente um 
die Intervalle zu finden, innerhalb derer die Wurzeln einer 
gegebenen Gleichung einzeln belegen waren ; später soll diese 
Anwendung besprochen werden und es soll dann gezeigt 
werden, wie dieselbe jetzt durch eine einfachere Methode 
ersetzt wird. 

Um die Gleichung der quadrirten Differenzen zu bilden 
hat Lagrange die Potenzsummen Sj, 82 . . . ihrer Wurzeln 
mit Hülfe der Werthe s,, Sj . . . der gegebenen Gleichung 
auf folgende Weise berechnet: 

Durch Anwendung der Binomialformel hat man identisch : 
(X - xi)'P + (X - x,)2P + ... (X - X J'^P 

= nx^P - ^x^P -1 s, + ?Pi|P^x^P-^ 8, + . . . ; 

setzt man hierin successive Xi, X2 • . . X3 an Stelle von x 
und addirt, so wird 

oa 2p , 2p(2p-l) 

oder, da die Glieder in gleichen Abständen von den End- 
pxinkten der Reihe gleich sind, 



S -n8 ^^8 8+ I , 2p(2p~l)...(p + l)., ,1. 

»p — »82p J-82p_iSi +...±# 1.2.3.. .p P • • ^^^ 



Ist z. B. die gegebene Gleichung 

X» +'px» + qx + r = 0, 

80 erhält man 

Si=:3sa — s^a 

83 = 384-48188 +3820 

S3 = 38e - 681 85 + 158a s^ - lOs»» 
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und daraus die Gleichung der quadrirten Differenzen 

y» + Py« + Qy + R = o, 



worin 



P — — 2p» +6q 

Q = p* — 6p»q + 9q» 

R = 4p»r — p»q» — 18pqr + ^q» + 27r». 



Rationale Functionen der ^Vurzeln. 

26. Eine rationale Function einer der Wurzeln Xj der 
Gleichung n*®" Grades f(x) = kann geschrieben werden 

y(^i) (1) 

worin cp und ^ rational sind; multiplicirt man Zähler und 
Nenner mit ^ (xj) ^ (X3) ...<]> (xn), erhält man 

^^^^> ^(x,)4;(x,)...4;(xj» ^^ 

WO der Nenner des Bruches eine symmetrische Function der 
Wurzeln der Gleichung ist und folglich rational durch die 
Coefficienten ausgedrückt werden kann; der Zähler ist eine 
symmetrische Function der Wurzeln der Gleichung 

^(^> ^0 (3) 



^1 



deren Coefficienten, wenn die Division ausgeführt wird, ratio- 
nale Functionen von Xj und den gegebenen Coefficienten 
sind. Der gegebene Ausdruck ist dadurch auf eine ganze 
algebraische Function von Xj zurückgefiihrt; ist diese von 
höherem als dem (n — 1)*®" Grade, kimn derselben die Form 

gegeben werden, worin R höchstens vom (n — 1)**** Grade ist ; 
da nun f (x j ) -= 0, kann also jede rationale Function einer 
Wwrzd als eine ganze Function der Wurzel vom höchstens 
(n — i/*** Qrade ausgedrückt werden. 
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Enthält der gegebene Ausdruck mehrere Wurzeln x,, Xj, 
X3 . . . , so bringe man denselben zuerst auf die hier angegebene 
Weise auf die Form 

wo die Coef&cienten dann Xj, X3 . . . enthalten. Jeden dieser 
Coefficienten behandelt man nun auf dieselbe Weise mit 
Kücksicht auf X2 u. s. w. Zuletzt gelangt man dann zu einer 
ganzen Function der in dem gegebenen Ausdruck vorkom- 
menden Wurzeln, und keine von diesen bekommt einen 
höheren Exponenten als n — 1. 

Beisp. In der Gl^chung 

x» + px2 + qx + r = 

kann eine rationale Function der Wurzel x, auf die Form 

a + bxi + cxi" 

gebracht werden, oder, wie es oft vorzuziehen ist, auf die Form 

axi :f 



^1 +T 

Diese Form erhält man, wenn man in der Identität 

c2(x8 +px» + qx + r) = (cx» + bx + a)(cx + pc — b) 

+ [qc» - c (a + bp) + b»] x + rc» - apc + ab 

Xj an die Stelle von x setzt, woraus, da die Grösse auf der 
linken Seite Null ist, 

__ [qc* — c (a + bp) 4. b»] Xi + r c» — apc + ab 

cxi -|- pc — b 



cxi^ + bxi + a = 



Drittes Kapitel. 

Ueber Elimination. 



Elimination einer Grösse. 

27. Zwei algebraische Gleichungen zwischen x und y, 
die eine vom m*®", die andere vom n*®° Grade, können auf 
die Form 

f(y)=-aoy"^+aiy'"--^-f-a,y"^-2+...+a,^ = 0, (1) 

^^y) = boy"+biy"-^+b2y"-2 + ... + b„ = 0, (2) 

gebracht werden, worin ap und bp Functionen von x einzig 
vom p*®** Grade sind. Aus diesen Gleichungen können andere 
gebildet werden, denen von denselben Werthen von x und 
y Genüge geleistet wird, welche den beiden gegebenen 
Gleichungen genügen. 

Um diese Werthe zu finden, sucht man im Allgemeinen 
zuerst eine Gleichung zu bilden, welche nur die eine Unbe- 
kannte enthält» Diese Gleichung wird die Endgleichung 
genannt, und dieselbe wird also gebildet, wenn man aus den 
beiden Gleichungen die eine Unbekannte fortschafft (eliminirt). 
Bildet man die Endgleichung in x, so wird diese alle Werthe 
bestimmen, welche x haben kann ; jedem dieser Werthe wird 
im Allgemeinen nur ein Werth von y entsprechen, welcher 



— 47 — 

im Verein mit dem betrachteten Wertlie von x beiden ge- 
gebenen Gleichungen genügt; jedem solchen Werthe von x 
entspricht also ein gewisser Factor ersten Grades, welcher 
beiden Gleichungen gemeinschaftlich ist. Die Aufgabe kann 
deshalb auch von einer anderen Seite betrachtet werden, 
indem die Endgleichung die Bedingung dafür ausdrückt, dass 
die beiden Polynome f(y) und F(y) einen gemeinschaftlichen 
F6U5toT haben. Es sollen nun die wichtigsten Methoden gezeigt 
werden, deren man sich bedient, um die Endgleichung zu 
bilden. 



An^vendung symmetrischer Functionen. 

28. Die Gleichung F (y) = ist vom n*«° Grade mit Be- 
zug auf y und hat also n Wurzeln, welche Functionen von 
X sind; diese können allgemein nicht gefunden werden, aber 
man kann sie durch yj, y2 • • • yn bezeichnen. Für jeden 
der gesuchten Werthe von x soll wenigstens einer dieser 
Werthe der Gleichung f (y) = genügen ; die nothwendige 
und ausreichende Bedingung hierfür kann 

nyt)f(y2)...f(yj = (1) 

geschrieben werden, indem dieser Gleichung genügt und zwar 
nur genügt wird, wenn einer der Factoren der linken Seite 
Null ist. Da Yi, y2 •• «yn symmetrisch in dieser Gleichung 
auftreten, können sie durch Anwendung der Theorie der 
symmetrischen Functionen fortgeschafft werden, indem man für 
sie Functionen von bi, bj . . . bn, also von x allein, einführt. 
Die auf solche Weise gebildete Gleichung enthält dann 
alleine x und ist folglich die gesuchte Endgleichung. 

Man kann leicht zeigen, dass diese Gleichung höchstens 
vom Grade mn wird, f (y) ist nämlich homogen vom m*®^ 
Grade, wenn man bp als vom p*^° Grade betrachtet. Nimmt 
man yi, y2 • • • als vom ersten Grade an, so wird also 
^'(yi) f(y2) • • • f (yO homogen vom Grade mn; nun sind alle 
Formeln, welche in der Theorie der synmietrischen Functionen 
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angewendet werden, homogen, wenn man die Wurzeln vom 
erstem Grade sein lässt und bp vom Grade p; also wird die 
Endgleichung in x homogen vom mn*®" Grade sein, wenn 
man die Indices der darin vorkommenden Coefficienten a und b 
den Grad bestimmen lässt. In Wirklichkeit geben diese Indices 
indessen nur den höchsten Exponenten- von x in den durch 
a und b bezeichneten ganzen Functionen von x an. Wird also 
X eingeführt, so bleibt der gefundene Ausdruck nicht mehr 
homogen, aber der höchste Exponent, mit welchem x vor- 
kommen kann, ist mn. Der Umstand, dass bß in den Coef- 
ficienten von F (y) als Nenner auftritt, übt keinen Einfluss 
auf den Grad aus, da b^ weder x noch y enthält. 

Man sieht also, dass die Endgleichung höchstens vom mn"''* 
Orade wird. Sind die gegebenen Gleichungen vollständig 
und allgemein, d. h. kommen alle möglichen Glieder vor mit 
ganz willkührlichen, gegenseitig von einander unabhängigen 
Coefficienten, so muss der Grad genau mn sein; denn be- 
trachtet man im Besonderen die Gleichungen 

y = x"^; x = y^ (2) 

SO erhält man eine Endgleichung von mn*®" Grade: 

X™°=:X, (3) 

und dieser Fall muss in dem allgemeinen mit einbegriffen 
sein, wenn nicht eine fremde Wurzel eingeführt ist; das ist 
aber nicht der Fall, denn ist Xj eine der Wurzeln in (3), so 
giebt die erste Gleichimg (2) 

wodurch die zweite Gleichung (2) 

Xi Xj 

wird; daraus geht hervor, dass alle Wurzeln von (3) Lösun- 
gen von (2) geben. Es ist also erwiesen, dass 

zwei allgemeine Gleichungen vom m"" und w""" Orade auf 
eine Endgleichung vom mn'^'* Orade flihren. 
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29. Werden x und y als Coordinaten eines rechtwink- 
ligen Coordinatensystems aufgefasst, so gehören die gegebenen 
Gleichungen zwei Curven der m*®" und n*®" Ordnung an, 
und ihre Wurzeln bestimmen die Durchschnittspunkte. 

Zwei allgemeine Curven der w'*" und n'*"* Ordnung haben 

also mn Durchschnittspunkte. In speciellen Fällen kann 

die Endgleichung von niedrigerem Grade sein. Geht man von 

dem allgemeinen Fall aus, und lässt man die Coordinaten 

continuirlich in die übergehen, welche in dem besonderen 

Fall vorkommen, so werden gleichzeitig die Cofficienten der 

höchsten Potenzen von x in der Endgleichung sich Null 

nähern, und ebenso viele Wurzeln werden gleichzeitig ohne 

1 
Grenze wachsen (was man leicht sieht, wenn man x mit — 

X 

vertauscht). Man kann deshalb sagen, dass es immer mn 
Durchsehnittspunkte oder mn zusammengehörige Wurzeln 
giebt, wenn man die unendlich fernen Durchschnittspunkte 
oder die unendlichen Wurzeln mitzählt. Diese Betrachtungs- 
weise, welche dem Satze über die Anzahl der Durchschnitts- 
punkte allgemeine Gültigkeit verleiht, wird mit grossem Vor- 
theil in der neueren Geometrie angewendet. 

Beisp. Die allgemeinen Gleichungen zweiten Grades sind 

f(y) = aoy8 + aiy + a2 = 
F(y) = boy« + biy +ba=:0 

Hieraus erhält man für f (yi) f (y2) 

«o' yi^ ya^ + ao ai yi ys, (yi + y,) + ai« y^ y^ + ao a^ (yi« + y^a) 

+ »laaCyi + y2) + a2'> 



worm 



y.y,=^;y.+.y, = -|^;yx»+y.''=(|^) 



2ba 
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Methode von Labatie. 

30, Es seien Vi =0 und V 2 =^0 die gegebenen Gleichun- 
gen in X und y, geordnet wie vorhin, wo V2 vom nie- 
drigsten Grade (n) mit Beziehung auf y ist. Falls V| und 
Vo einen gemeinschaftlichen Factor haben sollten, wird an- 
genommen, derselbe sei durch Division entfernt; ausser der 
endlichen Anzahl von Lösungen, welche weiter unten bestimmt 
werden, wird dann den Gleichungen durch alle solche Werthe 
von X und y genügt, welche den gemeinschaftlichen Factor 
gleich Null machen. 

Nun verfährt man wie beim Aufsucheil des grössten 
gemeinschaftlichen Factors für Vj und V2; dadurch gelangt 
man zuletzt zu einem Rest, welcher nur x enthält ; wird 
dieser gleich Null gesetzt, so hat man die Endgleichung, denn 
diese Gleichung drückt eben die Bedingung dafür aus, dass 
Vi und V2 einen gemeinschaftlichen Factor haben. Die 
Sache verlangt indessen eine genauere Untersuchung, denn 
es können Wurzeln eingeführt oder fortgeschafft werden, 
indem man bei Ausführung der Rechnung gewisse Factoren 
einführt oder fortwirft um Brüche zu vermeiden. Diese 
Factoren sind Functionen von x allein; die Factoren, welche 
in die Dividenden eingeführt werden, sollen mit u bezeichnet 
werden, diejenigen, welche aus den Divisoren fortdividirt 
werden, mit v, die Quotienten mit Q; dann hat man zuerst 

uiVi = Q,V, + V3V,; (1). 

man sieht hieraus, dass die beiden Systeme von Gleichungen 

^^^^ = ^ und ^'=^ (2) 

dieselben endlichen Lösungen haben, da alle zusammen- 
gehörigen endlichen Werthe, welche dem einen System ge- 
nügen, auch dem anderen System genügen müssen. Giebt es 
mehrfache Lösungen, muss man diese auch aus den beiden 
Systemen gleich oft finden; denn man kann die Systeme als 
specielle Fälle allgemeinerer Gleichungen betrachten, für 
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welche es keine mehrfachen Lösungen giebt; es müssen dann, 
indem man zu den gegebenen Gleichungen übergeht, gleich- 
zeitig beide Systeme in denselben zusammengehörigen Wur- 
zeln übereinstimmen. 

Das hier gesagte gilt nur für endliche Wurzeln; die 
beiden System^ brauchen nicht dieselben unendliche Wurzeln 
zu haben; so hat das System 

xö +y2 + ax + by + c = 0, 
x2 + y^ + aix4-biy + ci=0 

zwei zusammengehörige unendliche Wurzeln, während die 
eine von diesen Gleichungen in Verbindung mit 

(a — ai) X + (b — bi) y + c — Ci == 

a 

keine unendlichen Wurzeln hat. Von den unendlichen Wurzeln 
soll vorläufig abgesehen werden. 

Die beiden Systeme von Gleichungen in (2) können auch 
geschrieben werden: 

diese Systeme sollen mit 1, 2, 3 und 4 bezeichnet werden. 

Hieraus ist ersichtlich, dass man, wenn man das gegebene 
System 2 durch 4 ersetzt, von fremden Lösungen diejenigen 
einführt, welche dem System 1 angehören, während man die 
fortgeworfen hat, welche dem System* 3 angehören. Falls 
nun Uj und Vj einen gemeinschaftlichen Factor di haben, 
kann man diesen aus den beiden Ausdrücken durch Division 
entfernen, da derselbe an beiden Stellen mit V2 = combi- 
nirt werden soll, so dass dieselben ihm entsprechenden Wur- 
zeln durch Division mit Vj fortgeschafft und durch Multi- 
plication mit u, eingeführt werden. Auf die Weise wird das 
gegebene System ersetzt durch 



= «l .,.. v,=o| 



4* 
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indem die hierdurch eingeführten fremden Lösungen bestimmt 
werden durch 



Vi 



=»i 



dl (5) 



d 



Nun wird das System Vj^^O, V3=0 auf dieselbe 
Weise behandelt wie das ursprüngliche System und dergestalt 
wird fortgefahren, bis man zur Endgleichung gelangt, indem 
man beständig Rücksicht nimmt auf die ausgeschiedenen Sy- 
steme und auf die Systeme, welche die eingeführten fremden 
Wurzeln bestimmen. Um die Endgleichung vollständig zu 

bekommen, muss man sie also mit -r^ und den analogen 

Ausdrücken multipliciren, und darauf -j^ und die analogen 

Ausdrücke durch Division entfernen. Indessen muss, wenn 
es sich um vollständige Auflösung der Gleichungen handelt, 
daran erinnert werden, dass die hinzugefügten und fort- 
geschafften Wurzeln eine andere Rolle spielen als die übrigen, 
da die entsprechenden Werthe von y aus verschiedenen 

V| 

Gleichungen gefunden werden ; dergestalt soll "3 = t^ niit 
V2 = combinirt werden, während hingegen eine analoge 

TT- 

Gleichung -^ = mit einer Gleichung Vp+i == 0, die der 

Clp 

Gleichung V2 '= analog ist, combinirt werden muss; es soll 
nunmehr gezeigt werden, wie man hier die Lösung verein- 
fachen kann. 

31. Es sind nur die gemeinschaftlichen Factoren von 
einem u und einem v fortdividirt worden, wenn sie denselben 
Index hatten, weil man nur in diesem Falle u = und v = 
mit derselben Gleichung combiniren soll; indessen lässt sich 

folgender Satz beweisen: 

< 

Wenn ein u und ein folgendes v, z, B. u^ und v^, einefi 
gemeinschafflichen Factor x — a enthalten, wdcher nicht Factor 
von irgetid einem zwischenliegenden u ode^' v ist, so kann das 
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System x — a = ö, 73=0 ersetzt werden durch das System 
X — a = 0, Fe = 0. 



Betrachtet man nämKcli die Gleichungen 



^9 ^2 '^3, '^S T ^4^9 

U3V3=Q3V^ + V,V3 L (6) 

so sieht man, dass x = a und die Werthe von y, welche 
U2 = und V3 = genügen, auch V4 = und ¥5=0 ge- 
nügen (da sie nicht V2 oder V3 zu Null machen), und umgehrt, 
dass die Werthe, welche ¥4=0 und V5 = 6 genügen, auch 
V3 == genügen. Es ist also gleichgültig, ob die gemein- 
schaftlichen Wurzeln in Uj =^ und V4 = mit V3 == oder 
mit V5 = combinirt werden, und man wird also (abgesehen 
von unendlich grossen Wurzeln) keinen Fehler begehen, wenn 
man die gemeinschaftlichen Factoren von Uj und V4 fort- 
dividirt. Es kann also im Allgemeinen jeder Factor, der 
durch Multiplication mit einem u eingeführt wird, wieder 
fortgeschafft werden, sobald man ihn das erste Mal darauf in 
einem v antrifft. 

Hat man beispielsweise in Uj den Factor x — a,, und in 
U3 den Factor x — 03 eingeführt, so kann man also diese 
Factoren fortschaffen, wenn man sie hinterher zum ersten Male 
in einem v antrifft; da dieses gilt, wie gering auch der Unter- 
schied zwischen a^ und a2 sein mag, so muss es auch gelten 
für a, = a2 ; wenn derselbe Factor mehrere Male eingeführt 
wird, kann man ihn also ebenso oft fortschaffen, sobald man 
ihn in einem v antrifft. 

Man übersieht nun leicht, welche Gleichungen aufzulösen 

sind. Zuerst hat man von fremden Factoren -^ , darauf 

dl 

durch die nächste Multiplication — j~~J von diesen werden 
diejenigen durch Division entfernt, welche sich in V2 finden; 
werden diese dj genannt, so bleiben ,^ ^^ zurück und nach 

Q j Q.2 
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u, u« u 



der Multip lication —A — -j — -i von welchen d,, welcher in V3 

dl d^ 

vorkommt, entfernt wird u. s. w. Die gegebenen Gleichungen 

werden also durch folgende Systeme ersetzt: 



dl ; 


> 

dg ; 


U3 , . . 


• d„ , , 


V, 


V, 


V, 


v„ 



(7) 



welche, abgesehen von den unendlichen Wurzeln, nur die 
richtigen Lösungen liefern^ und zwar edle richtigen Losungen 
und jede derselben die richtige Anzahl Male. Die ein- 
geführten fremden Factoren müssen also alle, so weit es 
nicht schon früher geschehen ist, aus der Endgleichung fort- 
dividirt werden können; der letzte Rest ist Vn+i Vn— 1, worin 
indessen Vn+i = 1, da dieser Rest y nicht enthält; die End- 
gleichung ist also Vn— 1 = 0, aus der alle nicht schon früher 
fortgeschafften fremden Factoren dn-i durch Division entfernt 
werden. Da Vn itn Allgemeinen mit Bezug auf y vom ersten 
Grade ist, liefert das letzte System alle die zusammengehörigen 
Wurzeln, bei denen einem Werthe von x ein Werth von 
y entspricht; das vorletzte alle die zusammengehörigen Wur- 
zeln, bei denen einem Werthe von x zwei Werthe von v 
entsprechen u. s. w. Da solche zusammengehörige Wurzeln 
nur bei besonderen Gleichungen vorkommen können, erhält 
man das letzte System allein, wenn die gegebenen Gleichungen 
allgemeine sind. Die Endgleichung, welche man dadurch 
erhält, dass man den Rest gleich Null setzt, wird also von 
einem zu hohen Grade sein, da man aus derselben durch 
Division alle die Factoren muss entfernen können, welche 
nach und nach eingeführt sind um Brüche zu vermeiden. 
Auf solche Weise würden zwei allgemeine Gleichungen 3ten 
Grades zu einem Rest vom Uten Grade führen, da man 
zwei Mal mit einem Factor ersten Grades oder mit einem 
Factor zweiten Grades hat multipliciren müssen. Man führt 
gewiss bei der letzten Division einen Factor vom 4ten Grade 
ein, aber dieser spielt keine Rolle, da, wie man leicht sieht, 
keine endlichen Wurzeln durch denselben eingeführt werden. 
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Ist die Zahl der zusammengehörigen Wurzeln kleiner, 
als sie nach dem allgemeinen Satze sein müsste, so sind die 
fehlenden Werthe von x unendlich. Eine genauere Unter- 
suchung dieser hat wesentliche Bedeutung in der Geometrie; 
hier soll indessen darüber hinweg gegangen werden. 

Beisp. 

Vi=:y8 + 2xy2 + (2x^—4x)y + x» — 4=:0. 
Va^y^ +2xy + 2x2_5x + 2 = 0. 

Aus dem ersten Reste wird x — 2 durch Division entfernt 
und derselbe dann mit V2 combinirt. Der zweite Divisor 
wird y + x + 2 imd giebt den Rest x^ — 5x4-6. Man erhält 
also die beiden Systeme 



also 



x = 2 x» — 5x + 6 = 

y8 + 2xy + 2x2 — ö-x + 2 = 0' y + x + 2=±0 



x=:2 x = 2 x = 2 x = 3 

y = 0' y = — 4' y = — 4' y = — 5 



Da man eine Endgleichung vom 6ten Grade erwarten 
sollte, sind die zwei Werthe von x unendlich. Betrachtet 
man die beiden Curven, welche durch die beiden Gleichungen 
repräsentirt werden, so sieht man, dass sie zwei unendlich 
ferne Durchschnittspimkte haben; von den vier übrigen 
Durchschnittspunkten fallen zwei in einem Berührungspunkte 
zusamnlen. 



Euler's Methode. 

32. Die beiden Gleichungen seien 

U = ao y°^ + a, y— ^ + a^ y«^-^ + . . . + a.^^ =0 | 



(1) 



V = boy" + biy"-^+b2y»-2 + ... + b„=0 J 
Falls die beiden Polynome U und V für einen gewissen 
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Werth von x einen gemeinschaftlichen Factor <f von p**" 
Grade haben, nämlich 

^-aoy^ + aiyP-^+.-.ap (2) 

so müssen, ^enn 

- = M;-1.=N (3) 

die beiden Polynome 

Nu und MV 

für diesen Werth von x identisch werden. N muss hier vom 
(n — p)*^° Gi-ade, M vom (m — p)*«" Grade sein. Man mnlti- 
plicir^ deshalb U und V mit Polynomen vom beziehungsweise 
(n — p)*®" und (m — p)*®° Grade mit unbestimmten Coefficienten, 
und setze die Coefficienten der gleichhohen Potenzen von y 
in den beiden Producten unter einander gleich. Aus den 
hierdurch gebildeten Gleichungen, welche vom ersten Grade 
sind, werden die imbestimmten Coefficienten eliminirt; die 
dadurch erhaltenen Gleichungen zwischen den Coefficienten 
von U und V drücken dann die nothwendigen und aus- 
reichenden Bedingungen dafür aus, dass U und V einen 
gemeinschaftlichen Factor vom p*®° Grade haben. 

Es sei 

N^roy'^-P + r,y'»-P-i + ... + r„.p ] 

>; (4) 

M^toy"»-P+t,y— P-^ + ... + t^.p j 

dann würde man m + n — 2 p unbestimmte Coefficienten und 
durch Vergleichimg der beiden Producte m + n — p Gleichun- 
gen erhalten ; nach Elimination der unbestimmten Coefficienten 
hat man dann p Bedingungsgleichungen. Wenn diesen genügt 
wird, hat man identisch 

» 

NÜ = MV, 

und hiei^aus geht hervor, dass die n Factoren von V sich alle 
in NU finden müssen, und dass also wenigstens p von diesen 
in U vorkommen müssen, da N nur vom (n— p)*^ Grade ist. 
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Für p = 1 erhält man nur eine Bedingungsgleichung, 
welche die gesuchte Endgleichung ist. 

Eine allgemeine Form für den gemeinschaftlichen Factor 
kann man erhalten, wenn man M und N beide um einen 
Grad niedriger nimmt als oben, imd darauf die Cofficienten 
so bestinamt, dass die höchsten Potenzen von y aus der 
Differenz der beiden Producte fortfallen; dadurch erhält 
man nämlich, wenn die angewendeten Factoren mit N| und 
M, bezeichnet werden: 

woraus hervorgeht, dass der gemeinschaftliche Factor von U 
und V auch ein Factor der rechten Seite ist; sind nun die 
Bedingungen dafür erfüllt, dass ein Factor vom p*®° Grade 
vorhanden ist, so muss das Poljmom auf der rechten Seite 
selbst dieser Factor sein. 

Beisp. 

V = y» + biy» + bgy+ 1)8=0. 

Setzt man 

(y^ + «1 y + a«) U = (y« + ßiy -f ß^) V, 

so erhält man durch Vergleichung der Coefficienten : 

«1 + ai = 3i + bi, 

«2 + aiai +a8 = ß3 + bißi + b^, 

aittj + aaai + a3 = biß2 + b^ ß^ + bg, 

a^oj +a8ai = bä,ßj, + bg ßi, 

agajjiizbgßg. 

Die Elimination von ai, aj, ß, und ßj giebt die End- 
gleichung 



1 1 ai — bi 
aj 1 bi 1 ag - 
ag ai bj, bi ag — b 



'2 
8 



ag ag bg bjj 
ag bg 



= 0. 



Um einen allgemeinen Ausdruck für den gemeinschaft- 
lichen Factor zu bekonamen setze man 



(y + «i; U — ( y + ßi) V = my + n ; 
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daraus erhält man 

«1 aa + ag r= ß^ bj + bg + m, 

WO a, und ß, durch die beiden ersten Gleichungen bestimmt 
und in die beiden letzten eingesetzt werden. 

Sucht man die Bedingungen dafür, dass ein gemeinschaft- 
licher Factor vom 2ten Grade vorhanden ist, so erhält man 
dieselben Gleichungen, wie wenn man oben m =» n =-- setzt. 
Die beiden Bedingungsgleichungen erhält man dann dadurch, 
dass man a, und ß, zweimal zwischen drei von den vier 
Gleichungen eliminirt; man pflegt unter der Bezeichnung 



1 a^ &2 ag 

1 bi bg bg 

aj— bi aß— bg ag — bg 



=: 



alle die Gleichungen zu verstehen, welche man erhält, wenn 
man drei (die Anzahl der Zeilen) beliebige Colonnen behält 
und die übrigen fortwirft; hierdurch werden dann eben die 
gesuchten Bedingungen ausgedrückt, da eine so gebildete 
Determinante dieselbe ist, welche durch Elimination zwischen 
drei der Gleichungen gebildet wird. Von den vier Determi- 
nanten, welche hier gebildet werden können, sind indessen 
nur zwei von einander unabhängig. Sind die beiden durch 
diese ausgedrückten Bedingungen erfüllt, so erhält man die 
allgemeine Form für den gemeinschaftlichen Factor zweiten 
Grades, wenn man y^ aus den gegebenen Gleichung eliminirt; 
dieselbe wird 

(ai— bi)y2 + (ag— b2)y H-ag— bg. 



Sylvester's Methode. 

33. Diese Methode ist im Wesentlichen dieselbe wie 
die vorhergehende. Sie besteht darin, dass man die gegebenen 
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Grleichungen mit y, y^, y' . • . multiplicirt, bis man beide in 
Grleichnngen vom (m + n — 1)*®** Grade umgewandelt hat. 
Dadurch erhält man m + ii Gleichungen, zwischen welchen 
man y, y^, y^ . . . y"»+»-i, welche als von einander unabhängige 
Unbekannte betrachtet werden, und mit Rücksicht auf welche 
also alle Gleichungen linear sind, eliminirt. Auf die Weise 
erhält man für die beiden eben behandelten Gleichungen 



y» + ai y2 + ag y + ag 
y* + ai y'* + ag y^ + ag y 
y** + ai y* + aa y» + a« y^ 

y' + biya + ba'y+bg 
y* + bi y» + bg y2 + b« y 
y^ +biy^ H-bay» + ba y^ 



0, 
0, 

:0, 

0, 
0, 
0, 



und hieraus die Endgleichung 



1 aj^ a^ a, 

01 a^ a^ a^ 
1 aj^ a^ ag 



8 



=: 0. 



1 bi bg b 

01 bi bg bg 
1 bi bg bg 

Diese Gleichung wird identisch mit der oben gefundenen, 
wenn man die dritte Zeile mit derjenigen vertauscht, welche 
man erhält, wenn man die sechste Zeile von der dritten sub- 
trahirt, und wenn man darauf die sechste Zeile und die erste 
Colonne auslöscht. 

Lässt man oben die dritte und sechste Gleichung aus, so 
erhält man 



vi X a^ a» ag 

1 a^ ag ag 

1 bi bg bg 

1 bi bg bg 



= 0, 



wodurch die beiden Bedingungen für einen gemeinschaftlichen 
Factor zweiten Grades gegeben sind u. s. w. 

34. Das Resultat der geführten Untersuchungen über 
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten ist also folgendes: 

Sind die beiden Gleichungen vom m'®° und n*®° Grade, 
80 wird die Endgleichung im Allgemeinen vom mn*^ Grade ; 
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in speciellen Fällen kann der Grrad niedriger werden, indem 
das Vorhandensein eines gemeinschaftlichen Factors in den 
beiden Polynomen den Rest identisch gleich Null macht, 
oder unendliche Wurzeln die höchsten Potenzen der Unbe- 
kannten zum Wegfall bringen. Jedem durch die Endgleichung 
bestimmten Werthe von x entspricht im Allgemeinen nur 
ein Werth von y, der durch eine Gleichung, von der Form 

Ay + B = 

bestimmt wird. Für die Werthe von x, durch welche sowohl 
A als B zu Null werden, wird diese Gleichung unbrauchbar ; 
y bekommt zwei Werthe, welche durch eine Gleichung von 
der Form 

Aiy» + B,y + Ci=:0 
bestimmt werden, es sei denn dass 

da y im solchem Falle drei Werthe erhält u. s. w. 

Diese Resultate treten besonders deutlich hervor bei 
Labatie's Methode, bei der alle die Ausdrücke, welche man 
nöthig hat, um Bedingungsgleichungen oder Factoren zu 
bilden, in den Zwischenrechnungen gefunden werden; diese 
Methode ist« deshalb sicher bei numerischen Gleichungen vor- 
zuziehen, während vielleicht die Determinantenform, unter 
welcher die Resultate bei Euler's oder Sylvester's Methode 
erscheinen, bewirkt, dass diese vorgezogen werden müssen, 
wo es mehr auf ein leicht übersichtliches Resultat als auf 
vollständige Ausführung der Rechnung ankommt. 



Mehrere Gleichungen mit mehreren Unbekannten. 

SatB von B^BOut. 

35. Bezout hat zuerst bewiesen, dass die Elimination von 
k — 1 Grössen zwischen k Gleichungen zu einer Endgleichung 
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fahrt, deren Grad höchstens gleich dem Producte der Grade 
der gegebenen Gleichungen ist. 

Der Einfachheit wegen soll angenommen werden, dass 
vier vollständige und allgemeine Gleichungen gegeben seien 
mit den Unbekannten x, y, z und u und beziehungsweise 
vom Grade m, n, p und q, wo m>n>p>q. 

Aus der letzten Gleichung erhält man u^ unter ganzer 
Form durch die übrigen Unbekannten und die niedrigeren 
Potenzen von u ausgedrückt; dadurch können dann wieder 
die höheren Potenzen von u auf ähnliche Weise ausgedrückt 
werden; werden diese Ausdrücke in die anderen Gleichungen 
eingesetzt, so kömmt u an keiner Stelle mit höherem Expo- 
nenten als q — 1 vor. Aus der nächstletzten Gleichung wird 
darauf der Werth von zp entwickelt, mit dem auf dieselbe 
Weise verfahren wird, und darauf entnimmt man y° aus der 
zweiten Gleichung. Die erste Gleichung enthält nun kein 
Glied, welches theilbar wäre durch y", zp oder u^; dieselbe 
ist stets von ganzer Form, und die angewendeten Substitu- 
tionen haben der Homogenität, im früher angegebenen Sinne 
genommen, keinen Abbruch thun können. 

Nun multiplicire man die erste Gleichung, welche nach 
y, z nnd u geordnet ist und x in den Coefficienten enthält, 
mit einem Polynom P, welches alle möglichen Glieder ent- 
hält, die nicht theilbar sind durch y°, zp oder u^, und welches 
unbestimmte Coefficienten hat für alle Glieder mit Ausnahme 
des ersten, welches den Coefficienten 1 besitzt. Wenn die 
Multiplication ausgeführt ist werden wiederum wie vorhin 
die durch die Multiplication hinzugekommenen höheren Po- 
tenzen von y, z und u fortgeschafft; die Gleichung enthält 
nun ebenso viele Glieder mit y,, z und u, wie unbestimmte 
Coefficienten vorhanden sind, und diese kommen linear in 
den Coefficienten der Gleichung vpr; deshalb können gie so 
bestimmt werden, dass alle Glieder, welche y, z und u ent- 
halten, fortfallen; man erhält dadurch eine Gleichung in x, 
welche die Endgleichung ist. 

Um den Grad der Endgleichung zu bestimmen, beachte 
man, dass der Grad der ersten Gleichung m ist, während der 
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Factor, mit welchem multiplicirt wird, homogen von dem- 
selben Grade ist wie sein erstes Glied, wenn den Coefficienten 
passende Indices gegeben werden. Ist der Grad des Factors 
p., so wird also das Product vom Grade m + H«. Die Glieder, 
welche im Producte vorkommen, sind ihrer Anzahl nach npq, 
nämlich dieselben wie die, welche in dem Producte 

(1 + y + ...y'^-O (1 + z +. .. + zP-^) (1 + u + .. . + u^-^) 

vorkommen, wenn jedes dieser Glieder mit einem gewissen 
Factor multiplicirt wird, der linear ist mit Rücksicht auf die 
unbestimmten Coefficienten. Eines der Glieder sei l^""^ und 
dessen Coefficient in P sei a^""); da a^''> 1^'^ vom Grade |x ist, 
so muss dieses Glied im Producte mit einem Factor multi- 
plicirt sein, der eine Function von x vmd vom Grade m ist. 

Das Product hat die Form 

Setzt "man hier die Coefficienten von P\ 1^^^ . . . gleich Null, 
und eliminirt darauf die Grössen a^^\ a^^^ . . . , indem man 
auf gewöhnliche Weise eine Determinante bildet, so muss 
die Diagonalreihe in dieser von allen Coefficienten der Glieder 
von der Form a^"") U'^ gebildet werden ; alle diese Coefficienten 
sind, wie gezeigt worden, von m*®" Grade, und ihr Product 
ist also vom Grade mnpq. Die Endgleichung ist also der- 
artig beschafi'en, dass die Summe der Indices in jedem ihrer 
Glieder mnpq ist; wird x eingeführt, so erhält man deshalb 
eine Gleichung, welche höchstens vom Grade mnpq ist. 
Dass der Grad nicht niedriger werden kann, wenn die 
Gleichungen allgemein sind, sieht man bei der Betrachtung 
der speciellen Gleichungen, 

x = y"; y = z"; z = uP; urizx^ 

• 

36. Führt man einen unbestimmten Coefficienten weniger 
ein, so kann man alle Glieder fortschaffen mit Ausnahme 
desjenigen, welches eine Function von x allein ist, und des- 
jenigen, welches eine der Unbekannten in der ersten Potenz 
zum Factor hat ; man erhält dadurch die übrigen Unbekannten 
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durch Gleichungen ersten Grades bestimmt, sobald nur die 
eine Unbekannte aus der Endgleichung gefunden ist. Die 
weitere Untersuchung wird wie bei zwei Gleichungen, wenn 
man auf diese Euler's Methode anwendet, die im Wesent- 
lichen dieselbe ist wie die von B^zout. 



Beisp. 



+ yz 



a' 



y« H- xz=rb«, 
z^ -f xy = c^. 



Man erhält 



y9 r=:b2 — XZ, 
Z* = C^ — XZ, 

b«2 — xc« + x»y, 



y2z 
y z2 



c^ y — xb^ -\- x'" 



und 



y3 z2 _- b» c2 — b» X y -- c« X z + X« y z, 



(y z + «1 z + ßi y + Ya) (y z + X» — a«) =0. 



Nach Ausführung der Multiplication und Einsetzung der 
Ausdrücke für y^, z^, y^ z und yz^ erhält man, wenn die 
Coefficienten von y z, z und y sowohl wie das letzte Glied 
gleich Null gesetzt werden, und die Coefficienten, geschrieben 
in der angegebenen Ordnung, eliminirt werden, die End- 
gleichung 



2x» — a» 







l 

2x2 _aa b2 

c» 2x2 — a« 



— c^x 

— b^x 
b2c2 — b^x — c^x x« 



a' 



— 0. 



Man sieht, dass alle Glieder der einen Diagonalreihe vom 
zweiten Grade sind, in Uebereinstimmung mit dem, was über 
den Grad dieser Glieder im Allgemeinen bewiesen woiden ist. 
' Um y und z zu finden setze man 



. (z + a^y + ai)(yz-fx2- a2)=0, 



also 



z*y + «oy'z + aiy2r-f z(x8 - a») + a^Ji^^ — ^^) +«1 (x^ — &^)=0, 
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woraus, wenn die Ausdrücke für z* y und y^ z eingeführt 
und der Coefficient von y z gleich Null gesetzt wird : 

z (2x8 _ a» + «0 b«) + y K (Sx» - a») + c>] - x (b^ + a^ c^) =0; 

setzt man beziehungsweise die Coefficienten von z oder von 
y gleich Null, so wird 

y [b» c« — (2x9 _ a»)»] = X [b* — c» (2x» — a«)] ; 
z [b2 c» — (2x2 — a»)«] = X [c* — b» (2x» — a»)]. 

Die hier behandelten Gleichungen werden übrigens leichter 
aufgelöst, wenn man die beiden letzten addirt und multipli- 
cirt und darauf y 4- z und y z eliminirt. Die Endgleichung 
vom 8ten Grade wird auf den 4ten Grade reducirt, wenn 
man x^ = u setzt. 

Foisson's Methode. 

37. Vorläufig sollen drei Gleichungen von den Graden 
m, n und p betrachtet werden: 

?in(*'y»z)=0; cp^(x,y,z)=0; cpp(x,y,z) = (1). 

Aus den beiden letzten wird z eliminirt; dadurch erhält man 

z= +ii^; 4,(x,y)==0, (2) 

wo die letzte Gleichung vom Grade np, und ^j>, und ^2 
ganze Functionen sind. Diese Gleichungen geben also, wenn 
X als bekannt betrachtet wird, np Werthe von y und zu 
jedem von diesen einen Werth von z. Die gegebenen 
(Jleichangen werden als homogen, in der früher gebrauchten 
Bedeutung des Wortes, geschrieben, so dass z. B. der Coeffi- 
cient von y'z* in der ersten Gleichung den Index m — r — s 
hat und eine ganze Function von x bedeutet, in welcher der 
höchste Exponent von x gleich dem Index ist. Die beiden 
durch die Elimination gebildeten Gleichungen sind dann ho- 
mogen im gleichen Sinne. Symmetrische Functionen der np 
zusammengehörigen Wurzeln (y,, Zi), (y2, Zj) . . ., d. h. solche, 
worin Zp mit'Zq vertauscht wird, während gleichzeitig yp mit 
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yq vertauscht wird, werden sjonmetrische Functionen von 
yij 72 • • •> indem z mit Hülfe der ersten Gleichung fortge- 
schaffifc wird (2), und diese symmetrische Functionen können 
wieder mittelst der zweiten Gleichung (2) rational durch 
deren Coefficienten ausgedrückt werden, welche Functionen 
von X allein sind. Da alle Gleichungen, welche benutzt 
werden, homogen sind, müssen es auch die auf solche Weise 
gebildeten Gleichungen sein. Hat man z. B. 

yiZi + y9Z2 + •••ynp%' 

so wird dieser Ausdruck erst umgeformt in 

und darauf durch x allein ausgedrückt, d. h. allein durch 
die mit Indices versehenen Coefficienten der gegebenen 
Gleichungen. Da die symmetrischen Functionen, welche 
hier behandelt werden, gebrochen sind, muss man erwarten, 
dass sie durch gebrochene Functionen von x ausgedrückt 
werden, bei denen der Unterschied zwischen dem Grade des 
Zählers und Nenners gleich dem Grade der symmetrischen 
Function ist. Indessen lässt sich beweisen, dass die gefundenen 
Functionen von x ganze Functionen werden, mit anderen 
Worten, dass der Nenner sich durch Division entfernen lassen 
muss. Im entgegengesetzten Fall müssten nämlich gewisse 
endliche Werthe von x existiren, für welche die ganze sym- 
metrische Function von yi , z, , yj, Zj . . . unendlich würde, aber 
das kann nur stattfinden, wenn eine oder die andere der 
Grössen yi , z, , ya, Zj . . . unendlich ist. Die beiden Gleichun- 
gen ^{*n = und tpp =• sind indessen vollständig allgemein, 
selbst wenn x einen besonderen Werth erhält, und von 
solchen Gleichungen weiss man, dass sie keine unendlichen 
Wurzeln haben können. 

Die Bedingung dafür, dass der ersten Gleichung durch 
eines der gefundenen Werthsysteme genügt wird, ist nun 

?m (^' yi^ ^^i) • 9m (^1 ya: zg) . . . %^ (X, y„p, z„p) -^^0 ...•(») 

5 
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Dieses Product ist eine ganze symmetrische Function von 
Yi^ ^11 72^ ^2 ' - ' ^^^ kann also allein durch x ausgedrückt 
werden; die einzelnen Pactoren sind homogen vom m**° Grrade, 
und der Grad wird dadurch nicht verändert, dass die symme- 
trischen Functionen fortgeschafft werden; also ist die End- 
gleichung in X vom Grade mnp. 

38. Eliminirt man z aus den Gleichungen cpm«="0 und 
<pn = 0, so erhält man eine Gleichung in x und y vom Grade 
mn; eliminirt man z aus <pn = und <pp = 0, so erhält man 
eine Gleichung vom Grade np. Durch Elimination Ton y 
aus diesen beiden Gleichungen erhält man einerseits y ratio- 
nal ausgedrückt durch x, andrerseits eine Endgleichung vom 
Grade mn^p; man kann also nicht auf diese Weise verfahren, 
ohne fremde Wurzeln einzuführen. Dagegen kann man diese 
Elimination benutzen um y und dadurch wiederum z rational 
durch x auszudrücken. 

« 



Die Bedeutung der fremden Wurzeln lässt sich leicht 
erkennen. Von den beiden Gleichungen in x und y drückt 
die eine die Bedingungen dafür aus, dass (fm und cpn einen 
gemeinschaftlichen Factor haben, die andere dafür, dass cpn 
und cpp einen gemeinschaftlichen Factor haben. Die End- 
gleichung, welche auf diese Weise gebildet wird, drückt also 
die Bedingung dafür aus, dass eine gemeinschaftliche Wurzel 
in der ersten und zweiten Gleichung, und eine gemeinschaft- 
liche Wurzel in der zweiten und dritten Gleichung existirt, 
während die Bedingung dafür gefunden werden sollte, dass 
alle drei Gleichungen eine gemeinschaftliche Wurzel haben. 
Sind die Wurzeln in den drei, mit Rücksicht auf z auf- 
gelösten Gleichungen 

Zj, Z2 . • • Zj^; Zi , Zg . . . Zq ; Zj^ , z^ • • • z^ , 

müssen drei von ihnen, und zwar eine aus jeder Gruppe, 
gleich gross sein, und drei solche können auf mnp Arten 
entnommen werden, während man, wenn man eine der ersten 
Gruppe einer der zweiten Gruppe, und eine der zweiten Gruppe 
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einer der dritten Gruppe gleich setzt, dieses auf mn^p ver^ 
schiedene Arten thun kann. 

Betrachtet man z. B. die drei Gleichungen, welche drei 
Flächen zweiter Ordnung angehören, so erhält man die 
Durchschnittscurven fiir die erste und zweite, und fiir die 
zweite und dritte Fläche auf die xy- Ebene als Curven vierter 
Ordnung projicirt, und diese Ourven schneiden sich in 16 
Punkten. 8 von diesen werden indessen nur Projectionen 
von Durchschnittspunkten der drei Flächen sein, während 
die übrigen 8 solche sind, deren z-Coordinaten wohl von den 
beiden Durchschnittscurven geschnitten werden, aber in zwei 
verschiedenen Punkten. 

39. Es ist nun gezeigt worden, dass für drei Gleichungen 
vom Grade m, n und p im Allgemeinen die zwei Unbekann- 
ten rational durch die dritte ausgedrückt werden können, 
während diese durch eine Gleichung bestimmt wird, deren 
Grad höchstens mnp ist. Dass der Grad nicht niedriger 
werden kann, wenn die Gleichungen allgemein sind, ist früher 
gezeigt worden. In speciellen Fällen kann die Endgleichung 
von niedrigerem Grade werden, weim nämlich eine oder 
mehrere der Wurzeln unendlich sind. Gleich&lls können 
die durch x rational ausgedrückten Werthe von y und z 
unbestimmt werden; das würde, wie bei zwei Gleichungen, 
andeuten, dass den betrachteten Werthen von x mehrere 
Werthe von y und z entsprechen, welche daan durch 
Gleichungen höherer Grade bestimmt werden. 

Man sieht nun leicht, dass man die Geltung des bewiese- 
nen Satzes auch auf vier Gleichungen mit vier Unbekannten 
u. s. w. ausdehnen kann. Darüber soll indessen hier ohne 
Aufenthalt hinweggegangen werden. 

40. Die angegebene Methode zur Bestimmung symme- 
trischer Functionen simultaner Wurzeln ist sehr beschwerlich 
und kann auf folgende Weise vermieden werden. Man 
schreibe die erste Gleichung 

a — u = 0, 

5* 
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worin a» alle Glieder bezeichnet, welche x allein enthalten, 
u die übrigen Glieder; werden yi, Z|, y^, Zj u. s. w. eingesetzt 
wie früher (37, (»)), so erhält u np Werthe U|, Uj . . ., und 
die Gleichung, welche gebildet werden soll, ist 

Nun wird z rational durch x und y ausgedrückt (37, («)), 
und diese Ausdrücke werden in u eingesetzt, dann erhält 
man die Gleichung 

u = cp (X. y) ; 

wird* y aus dieser und aus ^ (x, y) = eliminirt, erhält man 
eine Gleichung in u vom (^de np; obgleich u eine ge- 
brochene Function ist, sieht man doch durch dieselbe Be- 
trachtung wie oben, dass die Coefficienten der Gleichung in 
u ganze Functionen von x sein müssen. Da die Gleichung 
in u folgendermassen geschrieben werden kann: 

(u - Ui) (u - Ug) . . . (u — u„p) =0, 

hat man nur nöthig in derselben am an die Stelle von u zu 
setzen, um die gesuchte Endgleichung zu erhalten. 

Man könnte ebenso gut gleich am an die Stelle von u 
setzen uftd dadurch in Wirklichkeit y aus ^ = und der 
ersten Gleichung,' aus welcher z fortgeschafipfc ist, eliminiren ; 
indessen würde dadurch die Form des Resultates geändert 
werden, so dass man den Factor, welcher fortdividirt werden 
soll, nicht gleich entdecken würde, während man, wenn man 
u behält, weiss, dass es der Coefficient von u"p ist, der durch 
Division entfernt werden kann. 



Beisp. Aus 



x2 +yz = aa, 
y« H-xz = b«, 

z' -f- xy =:C', 
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«Khält man 

z = III-?-; y4_2bay2 ^ x» y — c« X« + b*==0; 

1)8 y — y3 

yz=:u = :^— ; y» — b*y+ux = 0; 

aus den beiden Grleichungen in y wird nun y eliminirt, der 
Coefficient von u^ wird fortdividirt, und an Stelle von u 
wird a^ — x^ gesetzt; dadurch gelangt man zu der früher 
gefundenen Gleichung in x vom 8ten Grade. 



Viertes Kapitel. 

Transformation der Gleichungen. 



Liineare Transformation. 

41. Aus einer Gleichung können andere Gleichungen 
gebildet werden, deren Wurzeln in einem gewissen gegebenen 
Zusammenhang mit den Wurzeln der gegebenen Gleichung 
stehen. Ist die gegebene Gleichung 

f(x) = 0, •..(!) 

so wird häufig aus dieser eine Gleichung 

?(u) = (2) 

gebildet, wo zwischen einer Wurzel x der ersten und einer 
Wurzel u der zweiten Gleichung die Relation stattfindet 

a-fbu , a — ex 
X = ^ — , oder u=:: ^ r- (3) 

c 4- du' dx — b ^ ' 

worin a, b, c und d gewisse von x und y unabhängige Grössen 
sind. Um die gesuchte Gleichung zu büden, 'hat man nur 
in der gegebenen an Stelle von x den aus u dafiir gebildeten 
Ausdruck zu setzen, wodurch man erhält 
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welche Gleichung nach Fortschaffung der Brüche auf gewöhn- 
liche Weise geordnet wird. 

Da die Gleichung (1) dadurch aufgelöst werden kann, 
dass man zuerst die Gleichung cp (u) = auflöst und darauf 
die gefiindenen Werthe von u in den Ausdruck für x einsetzt, 
sieht man, dass beide Gleichungen von demselben Grade 
werden, und dass jeder Wurzel der einen eine Wurzel der 
andern entspricht, welche mit der ersteren in dem gegebenen 
Zusammenhange steht. Ist die eine Gleichung irreductibel, 
so ist die andere es auch, denn würde die eine Gleichung in 
einfachere Gleichungen zerlegt werden können, könnte man 
jede von diesen für sich transformiren und würde dadurch 
die gesuchte Gleichung aus mehreren andern zusammengesetzt 
erhalten. Man kann die Transformation dadurch vornehmen, 
dass man nach und nach 

b ad — bc c . 

setzt, so dass also alle unter die angeführte Form gehörigen 
Veränderungen auf folgende drei Formen zurückgeführt wer- 
den können 

1 

x=:au; x = u4-b: x=: — , 

welche, jede für sich, genauer betrachtet werden sollen. 

42. Durch Substitution von x = a u wird eine neue 
Gleichung gebildet, deren Wurzeln in einem gegebenen Ver- 
hältniss zu den Wurzeln der gegebenen Gleichung stehen. 
Falls die gegebene Gleichung gebrochene Coefficienten hat 
(für das Glied vom höchsten Grade wird der Coefflcient 1 
vorausgesetzt), kann a so gewählt werden, dass die Gleichung 
in u ganze Coefficienten bekommt; ist nämlich 

f(x) = x- + ^x-^+^x-2... + ^ = 0, 
bj ba b^ 

und setzt man x = — , hat man nach Multiplication mit a°, 

bj bg b_ 
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a wird nun so gewählt, dass alle Grössen 



a, a a« a« »n *" 



die Bruchform verlieren; dazu ist erforderlich, wenn alle 
ursprünglichen Brüche irreductibel sind, dass a alle Prim- 
factoren oder verschiedenen Buchstabenfactoren enthält, welche 
in b,, ba, . . . . bn vorkommen. Um den Exponenten q zu 
finden, welchen ein in a vorkommender Factor ß haben 
muss, beachte man, dass ßp^ ein Factor von aP werden wird; 
wenn man also im Nenner bp den Factor ß'a ht, wird dieser 

fortdividirt werden können, sobald nur pq>r oder q> — . 

Man dividirt deshalb die Exponenten der in den Nennern 
vorkonmienden Factoren durch den Index des Gliedes und 
wählt zum Exponenten für ß die kleinste ganze Zahl, welche 
gleich oder grösser ist als alle Exponenten, welche man auf 
diese Weise für ß bekonmien hat. 

Beisp. 

X* + -- X» + -^3- X« + --pro- X + — -r-^ = 0. 

ab a^b a*b" a^b** 

Die Exponenten von a in den Nennern sind 

12 4 3, 

welche beziehungsweise durch 1, 2, 3 und 4 dividirt werden, 
wodurch man erhält 

Die nächsthöhere ganze Zahl ist 2; für b erhält man 

112 3 



1 JL ?. A 

2 3.4' 



60 dass man also 



u 



a^b 

setzen muss. Die Gleichung wird dann 

u* + au3 + a«bu« 4- a«bu + Si^h=iO. 
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Nimmt man a = — 1 oder x«== — u, so bildet man eine 
Gleiclmng, deren Wurzeln die der gegebenen mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen sind. 

43. Bei der Substitution 

x = u + h 

kann man h derartig bestimmen, dass man eines der Glieder 
der Grleichung fortschaffl;. Man erhält nämlich durch Taylor's 
Formel, indem 

f (x) = x'* + ai x'*-^ + ajj x'^-^ . . + a^_iX + a„ = 0, ... (5) 
f (h + u) = f(li) + r(li) y + r(h) jlig... + ^(h) ^^_j^ + f(h) J^; (6) 

der Coefficient von u"^ ist 1, da f^°>(h) =« n I . Der Coefficient 
von u""~^ ist a, +nh; dies Glied wird also wegfallen, wenn 

n 

Der Coefficient von u""^ ist 

aa + (n — 1) ai h + J n (n — 1) h» ; 

man kann also zwei Werthe für h wählen, welche dieses Glied 
zum Verschwinden bringen. Im Allgemeinen wird das Glied, 
welches u"~p enthält, fortfallen für p Werthe von h, welche 
durch eine Gleichung vom p*®" Grade bestimmt werden. SoU 
das letzte Glied Null werden, wird h durch eine Gleichung vom 
n^" Grade bestimmt, welche, mit Ausnahme der Bezeichnung 
für die Unbekannte, dieselbe ist wie die ursprüngliche. Da 
eine der Wurzeln Null ist, wenn das letzte Glied der 
Gleichung Null ist, so ist die Aufgabe, dieses Glied fort- 
zuschaffen, auch dieselbe wie die, diejenigen Werthe von h 
zu finden, welche, von den Werthen von x subtrahirt, eine 
der Differenzen zu Null machen; das erfordert offenbar, dass 
h einer der Werthe von x sein muss. 

Beisp. 

x3 + Ax2 +Bx + C = 
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wird auf die Form 



gebracht, wenn man 



nimmt; man erhält 



u» + au + b = 



A 

x = u--3- 



A« 12 

44. Durch Combination der beiden erwähnten Substitu- 
tionen erhält man die Substitution 

x = au H- h.; 
hier soll der besondere Fall untersucht werden, wo 

x^h — u (7) 

Es kann sich ereignen, dass die Gleichung in u, abgesehen 
von der Bezeichnung der Unbekannten, mit der gegebenen 
Gleichung identisch wird; ist x, eine Wurzel dieser Gleichung, 
muss also h — x, auch eine Wurzel sein; nennt man diese 
Wurzel X2, so wird also 

Xi + X2 = h; (8) 

da X, eine beliebige Wurzel ist, muss die gegebene Gleichung^ 
die Eigenschaft haben, dass je zwei ihrer Wurzeln zur 
Summe h haben; dies setzt jedoch voraus, dass die Gleichung 
von geradem Grade ist; ist sie von ungeradem Grade, 
muss die eine von den Wurzeln bei der Substitution 
unverändert bleiben; sie muss dann ^h sein, und der Factor 
X — \h kann durch Division entfernt werden; es soll des- 
halb vorausgesetzt werden, dass die Gleichung von geradem 
Grade sei. 

Eine solche Gleichung kann mit Hülfe einer Gleichung 
von halb so hohem Grade und mittelst quadratischer Gleichungen 
aufgelöst werden. Setzt man nämlich 

y = X (h — x) oder x» — hx + y = 0, (9) 
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und ist (5) die gegebene Gleichung, erhält y nur -^ ver- 
schiedene Werthe, da die Werthe 

yi=xi(li — Xi) und ya = Xj(h — Xg) 
dieselben werden, weil Xi+Xj=h. Symmetrische Func- 
tionen der -^ Werthe von y werden deshalb symmetrische 

Functionen der Wurzeln der gegebenen Gleichung; dadurch 
kann man die Gleichung in y bilden, aber dies geschieht 
leichter, wenn man x aus (9) und (5) elüninirt. Ist die 

Gleichung in y auflösbar, kann f (x) in -^ Factoren vom 

zweiten Grade zerlegt werden, nämlich 

f (X) = (x2 -hx + Ji) (x8 -hx + y,) . . .(X« -hx + y^). 



Man sieht hieraus durch Vergleichung mit (5), dass 

2ai= — nh 

sein muss. Will man untersuchen, ob eine Gleichung von 
der Art der hier betrachteten ist, braucht man also nur zu 
untersuchen, ob die Gleichung unverändert bleibt, wenn man 

X mit ' ^ X vertauscht. 

n 

Beisp. 

X» — 9x» + 30x* — 46x8 -|-25x« +6x — 4 = 0. 

Durch Vertauschung von x mit 3 — x bleibt die Gleichung 
unverändert ; man eliminirt deshalb x mit Hülfe der Gleichung 

I x>— 3x + y = 

und erhält 

y» — 3y2 — 2y + 4=:0, 

welche in 

y — 1 = und y«— 2y — 4 = 
zerfällt. 
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Reciproke Gleichungen. 
45. Durch die Snbstitutioii 



^ = 1 (1) 



U 



wird eine Gleichiuig gebildet, deren Wurzeln die reciproken 
Werthe der Wurzeln der gegebenen sind. Gelangt man auf 
diese Weise zu einer Gleichung, welche identisch mit der 
gegebenen ist, so müssen je. zwei ihrer Wurzeln zum Pro- 
ducte 1 haben, wenn die Gleichung von geradem Grade ist, 
während eine der Wurzeln + 1 sein muss, wenn die Gleichung 
Tön ungeradem Grade ist. Im letzteren Falle soll angenom- 
men werden, dass der Factor x + 1 durch Division entfernt 
sei; die Gleichung kann dann mit Hülfe einer Gleichung von 
halb so hohem Grade und mittelst quadratischer Gleichungen 
aufgelöst werden. 

Setzt man nämlich 

y = x + — oder x«— xy + 1 = '. (2) 

so werden 

1 ^ 1 

yi = 3^1 + — und yg = Xa + 



Xj Xg 



gleich gross sein, wenn x, X2 = 1. y hat also nur halb so 
viele Werthe wie x. Die Gleichung in y wird gebildet durch 
Elimination von x aus der gegebenen Gleichung und (2). 

Die -Bedingung dafür, dass die gegebene Gleichung unter 
die hier betrachtete Art, die sogenannten reciproken 
Gleichungen, gehört, ist die, dass sie unverändert bleibt bei 

der Vertauschung von x mit — ; dazu ist erforderlich, falls 

die Gleichung von geradem Grade ist, dass die Beihe der 
CoefGicienten symmetrisch ist (der erste gleich dem letzten, 
der zweite gleich dem vorletzten u. s. w.); ist die Gleichung 
von ungeradem Grade, muss die Reihe der Coefficienten 
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symmetrisch sein, wenn man die Gleichung durch x -f- 1 divi- 
diren kann; kann man sie. dagegen durch x — 1 dividiren, 
muss die Beihe allerdings symmetrisch sein was den numeri- 
schen Werth der Coefficienten betrifft, aber die gleich grossen 
Coefficienten haben verschiedene Vorzeichen. Die allgemeiue 
Form einer reciproken Grleichung von geradem Grade ist 
deshalb 

Die B.eduction kann nun auf folgende Weise vorgenommen 
werden: Durch Division mit x" erhält man 

Man setze nun 

x + i=y, (5) 



woraus 



X2 + -L = y2_2 



X' 



und, durch Multiplication dieser Gleichungen 

xs +-g-=y» — 3y. ■ 

Setzt man allgemein 

-•' + ^=v («) 

erhält man durch Multiplication mit x H == y 

Sp+i = y »p - h-v c^) 

welches zur successiven Berechnimg von s^, S4, S5 . . . dienen 
kann. 

Eine allgemeine Formel für Sp erhält man mit Hülfe der 

Theorie der symmetrischen Functionen, x und — sind näm- 
lich Wurzeln der Gleichung 

z« — yz + l=:0, 
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und es ist früher (24 (U)) gefunden worden: 

+ (- 1)1. P (P - 1^- 1) • • (P - 8|* + 1) yP-»t^ .... (8) 

1 • ^ . O . . • |Ji 

Wenn je zwei Wurzeln einer gegebenen Gleichung ein 
gewisses Product k haben, kann man durch die Substitution 

^ k 

X=:U + — 
U 

die Gleichung ebenso wie die reciproken Gleichungen redu- 
ciren. 

Beisp. 

X'-1=:0. 

Nach ausgeführter Division durch x — 1 erhält man 

x« -H x» + X* + x» + X« + X + 1 = 0, 

welche auf 

u» +u« — 2u — 1 = 
reducirt wird. 

Aufgabe. Die Substitution 

a + bu 



x = 



1 + u 



soll benutzt werden, um das zweite und dritte Glied der 
allgemeinen Gleichung dritten Grades fortzuschaffen. 



Bildung von Gleichlingen, in AArelehen eine ^Vur- 
zel von mehreren 'Wurzeln einer gegebenen 

Gleichung abhängt. 

46. Bisher ist jede Wurzel der gesuchten Gleichung als 
abhängig von einer der Wurzeln der gegebenen Gleichung 
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r aDgenommen worden; man kann indessen auch Gleichungen 
bilden, in denen jede Wurzel auf eine gegebene Weise von 
mehreren Wurzeln der gegebenen Gleichung abhängt. Ein 
Beispiel dafür lieferte bereits die Gleichung der quadrirten 
Wurzeldifferenzen, in welcher jede Wurzel durch zwei Wur- 
zeln der gegebenen Gleichung bestimmt ist. Allgemeiner 
kann man eine der Wurzeln der gesuchten Gleichung be- 
stimmen durch 

y = f(Xi,Xa...Xp) (1) 

Man erhält dann alle Wurzeln der gesuchten Gleichung, wenn 
man die unter dem Functionszeichen vorkommenden p Wur- 
zeln auf alle möglichen Arten aus den Wurzeln der gegebenen 
Gleichung entnimmt; indem man f als rationale Function 
annimmt, wird dieselbe so viele Werthe bekommen, als es 
Möglichkeiten giebt, die p Wurzeln aus den Wurzeln der 
gegebenen Gleichung zu entnehmen. Werden alle Werthe 
durch f 1 , f a . . . fjj. bezeichnet, so wird die gesuchte Gleichung 

(y-fi)(y-fa).. (7-9=0 (2) 

Da das Product auf der linken Seite eine symmetrische 
Function von f j , f 2 . . . f» ist, wird es auch eine symmetrische 

Function der Wurzeln der gegebenen Gleichung und kann 
deshalb rational durch die Coefficienten dieser Gleichimg aus- 
gedrückt werden. Die gesuchte Gleichung hat deshalb ratio- 
nale Coefficienten, wenn die gegebene solche hat, und ihr 
Grad wird durch die Anzahl der Werthe der Function be- 
stimmt. 

37. Man kann einen anderen Weg einschlagen und zu der 
gesuchten Gleichung durch Elimination gelangen, aber man 
ynrd bei dieser Methode fremde Wurzeln einführen, welche 
nachher fortgeschafft werden müssen. Als Beispiel soll die all- 
gemeine Gleichung n*®° Grades genommen und die Gleichung 
gebildet werden, deren Wurzeln bestimmt werden durch 

y=rxi +ax2, (3) 
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worin a eine gegebene G-rösse ist; man erhält dann 

»i==y-«x«» W 

und, da x, eine Wurzel der gegebe^en Gleichung f(x) =5 ißt, 

f(y-«.) = (5) 

Ordnet man nun diese Gleichung nach Xj und setzt x an 
Stelle von Xj, so müssen die beiden Gleichungen 

f(y-ax) = 0; f(x)=0 (6) 

eine Wurzel gemeinschaftlich haben; die Bedingung dafür 
erhält man durch Elimination von x; die Endgleichung ist 
dann die gesuchte Gleichung in y. 

Man sieht indessen, dass die Gleichungen eine Wurzel 
gemeinschaftlich bekommen, wenn 

y=Xp + «V (7) 

aber das nicht nur, wenn p und q, wie die Au%abe es for- 
dert, verschieden sind, sondern auch, wenn sie gleich gross 
sind; die Endgleichung wird deshalb von fremden Wurzeln 
alle Werthe von 

bekommen. 

Alle diese Grössen sind indessen Wurzeln der Gleichung 

f(TT^) = « <«> 

und können dadurch entfernt werden. Dadurch wird die 
Endgleichung, welche ursprünglich vom Grade n^ ist, auf 
den Grad n (n — 1) reducirt, übereinstimmend mit der Anzahl 
der Werthe von x, + «Xj. 

Für a=» 1 stimmen je zwei der Werthe überein; je zwei 
Wurzeln der Endgleichung werden gleich gross, und dieselbe 

kann durch Ausziehen einer Quadratwurzel aul den Grad — ^ — ^ 

reducirt werden, welcher mit der Anzahl der Werthe von 
X, +X2 übereinstimmt. 
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Später wird eine andere Methode angewendet werden, 
wodurch die hier gesuchte Gleichung durch Elimination ge- 
bildet wird ohne fremde Wurzeln einzufuhren (vergl. Berech- 
nung der imaginären Wurzeln in numerischen Grleichungen). 

Auf ähnliche Weise sieht man, dass die Gleichung, deren 
Wurzeln Producte von je zwei Wurzeln der gegebenen 
Gleichung sind, durch Elimination von x aus 



(i)= 



f(x)=Oundf^^^^=:0 (9) 

gebildet wird, wobei man von fremden Wurzeln die Quadrate 
der Wurzeln der gegebenen Gleichung erhält, während die 
Wurzeln, welche die Gleichung haben soll, jede zwei Male 
vorkommen. 

48. Man kann zuweilen mit Vortheil die symmetrischen 
Relationen zwischen Wurzeln und Coefficienten benutzen um 
eine oder mehrere Wurzeln aus dem gegebenen Ausdruck 
fortzuschaffen und darauf die Elimination anwenden. Ist 
z. B. die gegebene Gleichung 

X» + tti x» -}- ttg X + a« = 
und 
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80 dass die gesuchte Gleichung erhalten wird durch Elimina- 
tion von X aus der gegebenen Gleichung und 

3t(y + 1) + yai=0. 

Sollte man fiir dieselbe Gleichung die Gleichung der qua- 
drirten Wurzeldifferenzen bilden, so wäre 

yi = (xi — xa)« = (xi + x,)8 - 4xi X, = K + xg)» + -^. 

6 
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und man müsste x aus der gegebenen Gleichung und 

eliminiren. 



Methode von Tschimhaus um Glieder aus einer 

Gleichung fortzuschaffen. 

49. Die gegebene Gleichung sei 

x° + ai x°-^ -H a, x—^ . . . + a„_i x + a„ = (1) 

und es sei ferner 

y = bo +bix + b2x2 + ... + bpxP, (2) 

wo p < n. Eliminirt man x aus (1) und (2), so gelangt man 
zu einer Gleichung in y, welche vom n*®** Grade wird, da y 
ebenso viele Werthe hat wie x. Um x zu eliminiren kann 
man eine der früher gezeigten Methoden benutzen oder auch 
die folgende: Man erhebt (2) auf die zweite, dritte u. s. w. 
Potenz, während man beständig mit Hülfe von (1) die Po- 
tenzen von X entfernt, die höher sind als x°~"^; man erhält 
dadurch eine Reihe Gleichungen von der Form 

y^ = Co + Ci X + Ca x» + . . . I 

y8 = do + d^x -h daX« + ... ? • • • (3) 

In diese Gleichungen werden nach und nach fiir x alle 
Wurzeln der Gleichung (1) eingesetzt; man erhält dann durch 
Addition, wenn die Potenzsummen fiir (1) mit s, fiir (2) mit 
S bezeichnet werden: 

Si=nbo +biSi -HbaSa + ... I 

Sa = n Co + Ci Si + Cg 8a + . . . \ (4) 

S8 = ndo + djSi + djSa + ... j 

Nun kann man Si, Sj . . . mit Hülfe bekannter Formeln be- 
rechnen und dadurch die Potenzsummen und wiederum 
dadurch die Coefficienten der Gleichung in y finden. Die 
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unbestimmten Coefficienten bo,bi...bp können darauf so 
bestimmt werden , dass so viele Coefficienten der neuen 
Gleichung, wie man will, Null werden; setzt man also 

Si=:0, 82=0, 83 = 0, 

wird das zweite, dritte und vierte Glied fortfallen; die erste 
Gleichung ist linear, die zweite vom zweiten, und die dritte 
vom dritten Grade mit Bezug auf die unbestimmten Coeffi- 
cienten. Auf die Weise scheint es, dass man eine Gleichung 
sechsten Grades auflösen müsse, um diese drei Glieder fortzu- 
schaffen ; Jerrard hat indessen gezeigt, dass das zweite, dritte 
und vierte Glied aus einer jeden Gleichung mit Hülfe einer 
Gleichung dritten Grades fortgeschafft werden könne. 

Die erste Gleichung S 1 = ist linear und homogen mit 
Rücksicht auf b^, bj. ..; mit Hülfe dieser Gleichung kann 
man einen dieser Coefficienten aus den übrigen Gleichungen 
82=0 und 83=0 fortschaffen, welche homogen vom be- 
ziehungsweise zweiten und dritten Grade sind und fortfahren 
es zu sein, nachdem der eine Coefficient fortgeschafft ist. 

Nun wähle man p == 4, wodurch man über fünf Coeffi- 
cienten zu disponiren hat. S2 ist also eine homogene Func- 
tion zweiten Grades von vier von diesen; eine solche Func- 
tion kann immer auf die Form (vergl. 50) 

gebracht werden, worin aj, a^, «3 und a^ bekannte Grössen 
und pi, P2, P3 und p4 homogene lineare Functionen der 
unbestimmten Coefficienten sind; nun setze man 

welche Gleichungen beide durch Ausziehen einer Quadrat- 
wurzel linear werden; mit Hülfe dieser werden darauf zwei 
der unbestimmten Coefficienten der Gleichung 83=0 fort- 
geschafft, welche dann zur Bestimmung des Verhältnisses 
zwischen den beiden darin vorkommenden Coefficienten dient; 
der eine von diesen wird willkürlich gewählt, und die 
übrigen werden nun leicht gefunden, sobald die Gleichung 

dritten Grades gelöst ist. 

6* 
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50. Es wurde soeben der Satz benutzt, dass eine homogene 
Function zweiten Ghrades von mehreren Variablen auf eine 
gewisse besondere Form gebracht werden könne; dass dieses 
der Fall ist, lässt sich folgendermassen beweisen: x,, X2 • . . Xn 
seien die n Variablen ; eine homogene Function zweiten Gra- 
des von diesen lässt sich dann darstellen in der Form 

aaxi»+2aPxi +Q, 

worin a ein rationaler oder irrationaler Coefficient ist, und P und 
Q, welche beziehungsweise vom ersten und zweiten Grade sind, 
X, nicht enthalten; diese Grösse kann wieder auf die Form 

gebracht werden, worin Q — P^ eine homogene Function 
zweiten Grades ist, welche x, nicht enthält, und welche nun 
auf ähnliche Weise behandelt werden kann; man erhält also 
auf diese Weise die Function dargestellt in Form einer 
Summe von quadratischen Gliedern, von welchen es höch- 
stens so viele giebt, wie die Function Variable hat. 

Durch Anwendung der entwickelten Methoden auf die 
allgemeine Gleichung fiinften Grades oder deren reciproke 
Gleichung erhält man also eine der Formen 

X» + ax + b=0; x» -|- ax* + b = 0. 



ZWEITER ABSCHNITT. 



ÜEBER DIE ALGEBRAISCHE AUFLÖSUNG 

DER GLEICHUNGEN. 




Krstes KapiteL 

Die Gleichung dritten Grades oder die cubisclie 

Gleicliung. 



Hudde's Methode. 

51. Die cubische Grleicliung 

x8-~l = (1) 

ist reductibel; die Wurzeln derselben sind 1, a und ß, wenn 

_^:l+V3:^p^^i-M^ ^^^ 

Von Relationen zwischen diesen Wurzeln sind folgende 
bemerkenswerth : 

l + a + ß=:0; l + a« +ß«=0; aß = l; 
a = ß2; ß = a8. 

Die allgemeine Gleichung dritten Grades oder die 
cubische Gleichung hat die Form 

z» + Az2 +Bz + = 0, 

welche indessen durch die Substitution 

A 

Z = X 77- 
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auf die Fonn 

X» + ax + b = (3) 

gebracht werden kann. 

Diese Gleichung lässt sich auf mehrfache Weise auflösen; 
zuerst soll Hudde's Methode betrachtet werden. 

52. Für X werden zwei neue Unbekannte eingeführt, 
indem man 

x = p + q (4) 

setzt; dadurch wird die Gleichung 

p» + q» + b + (3pq + a) (p + q) =0. 

Dieser Gleichung wird genügt, wenn p und q aus den beiden 
Gleichungen 

p» + q» = — b; pq = — ~ (5) 

bestimmt werden. Erhebt man die letztere auf die dritte 
Potenz, erhält man 

p.q. = -(|y (6) 

Es wird darauf aufmerksam gemacht, dass diese Gleichung 
dieselbe geblieben wäre, wenn man a mit aa oder mit aß 
vertauscht hätte. 

Nun lassen sich p* und q* als Wurzeln der Gleichung 

V« +^ V - (^J =0 (7) 

bestimmen, woraus 

;:}-i±i/W^^ « 

daraus ergiebt sich 

"l^-M/(l)' Hlf 

*V'-4-l/(l)'^(i)" <»> 

die sogenannte cardanische Formel. 



8 
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Da die Cubikwurzel aus einer Zahl drei Werthe hat, 
erhält man neun Werthe für x; es sind sechs fremde Wui> 
zeln dadurch eingeführt worden, dass (6) anstatt der zweiten 
Gleichung (5) benutzt worden ist ; die neun Wurzeln gehören 
deshalb folgenden Gleichungen an: 



X» + ax + b = 0, ) 
X* + aax + b^=0, 
X» + aßx +.b = 0. 



(10) 



Um die Wurzeln dieser drei Gleichungen von einander 
zu trennen, ist zu beachten, dass fiir die drei Gleichungen 
beziehungsweise 

a aa aß ^ /nx 

pq=— y; pq = — -3-; pq = — f- W 

Sind also a und b reell, so müssen p und q so gewählt 
werden, dass ihr Product reell ist. Es sollen nun drei Fälle 
besonders betrachtet werden: 

1. (-Ö-) +(4") >^' P^ ^^^ 91* ®"^^ veeü., und p 

und q haben also jeder einen reellen Werth; werden diese 
reellen Werthe mit p/ und qj bezeichnet, so werden alle 
Werthe 

P11 Pi«? Piß; qi» qi«» qiß- 

Die gegebene Gleichung erhält deshalb die Wurzeln 

Xi=Pi +qi; X2=pia + qiß; Xg^piß + q^a, (12) 

indem durch diese Bestimmung p q 4n allen drei Fällen reell 
wird. Dagegen werden die Wurzeln 

Pi H-qi«; Pi« + qi; Piß + qiß 
Pi + qiß; Piß + qii Pi« + qi« 

beziehungsweise der zweiten und dritten der Gleichungen (10) 
angehören. 

Man kann auch 

* = P-1^ ^^^^ ^ = ^"- ^ • • <^^> 

setzen, und erhält dann nur die drei Wurzeln, welche wirk- 
lich der Gleichung angehören. 
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In dem hier untersuchten Falle hat die Gleichung eine 
reelle und zwei complexe Wurzeln. 

2. Für ("o-j +(-ö~) =0 werden p, und q, gleich- 

gross. Die Gleichung hat dann drei reelle Wurzeln, aber 
von diesen sind zwei einander gleich. 

3. (y Y + (y Y < 0. In diesem Fall sind p» und q^ 

complex. p und q sind dann auch complex, aber man kann 

immer zwei von ihren Werthen so wählen, dass pq = ö~i 

bezeichnet man diese Werthe mit pi und qj, so gelten die 
Formeln (12) auch hier. Dasselbe ist der Fall, wenn a und 
b imaginär sind. 

Wenn a und b reell sind, erhalten alle Wurzeln complexe 
Form, aber es lässt sich zeigen, dass sie in diesem Falle 
dennoch alle reell sind. Es ist nämlich 



p.=_l„l/_(iy-(l)v 



'•=-l-'l/-(l)'-(l)"-- 



(14) 



Setzt man nun 



-|- = rco80; + j/-.(^|.y-(^±y = rsiiiO (15) 

erhält man 

p8 = r (cos + i sin 0) ; q* == r (cos Ö — i sin 0), .... (16) 



worin 



b 



^^ 1/-(t) 
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6 liegt im ersten oder zweiten Quadranten, da sin 6 positiv ist. 
Man erhält dann: 



1/ a / 2p7i + . . 2p7u + 0\ f 



, . . . (18) 



also 



. I / a 2p7u + 
X = 2 1/ — ^ cos -^-g , (19) 



worin p die Werthe 0, 1 und 2 erhält. 

Die drei Wurzeln sind also in diesem, dem sogenannten 
irreductiblen Fall, alle reell und ungleich gross; durch 
Wurzelgrössen können sie indessen nur unter imaginärer Form 
dargestellt werden. Jeder Versuch, p und q auf die Form 

ohne Anwendung trigonometrischer Functionen zu bringen, 
wird auf die gegebene Gleichung zurückführen. 



Methode von Lagrange. 

52. Lagrange sucht eine Function der Wurzeln zu be- 
stimmen, um darauf, sobald diese bestimmt ist, die Wurzeln 
selbst zu finden. Die Function, welche Lagrange benutzt, ist 

y = (Xi +ax2+ßx3)», (1) 

worin Xj, Xj und Xg die gesuchten Wurzeln sind, a und ß 
die complexen Wurzeln der Einheit. Diese Function muss 
nämlich durch eine Gleichung zweiten Grades bestimmt 
werden, da sie nur zwei Werthe hat, denn je drei von den 
sechs Werthen, welche durch Vertauschung der Wurzeln 
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erhalten werden, müssen übereinstimmen; auf die "Weise 

ist (51) 

Xi + axj + ßx3=:a(Pxi + x^ +aXg) = ß(aXi + ?Xg + x«), 

also 

(xi + axg + ßXg)» = (ßxi + Xa + «x«)» = (aXj + ßxg + x»)». 

y erhält deshalb nur zwei wirklich verschiedene Werthe, 
nämlich 

Ji = (»1 + axg + ßxg)» ; ya = (axj + x^ + ßx,)», 

deren Sunmie und Product rational durch die Coefficienten 
der Gleichung ausgedrückt werden. Man erhält 

y8 +27by — 27a» = 0. 
Endlich werden die Wurzeln bestimmt durch 

Xi + Xg +X8=0; 

xi + axg + ßx8 = i/77; 

axj +Xa + ßx8 = f/yä"- 

Die Discussion kann hier übergangen werden. 



Methoden von Tschirnhaus und Euler. 

54. Diese Methoden stimmen im Wesentlichen überein; 
indem man 

y' + py + q = x (i) 

setzt, werden p und q so zu bestimmen gesucht, dass man zu 
der gegebenen Gleichung gelangt, wenn man y aus (1) und 

y» = d (2) 

eliminirt. Die Form (2) kann man auch dadurch erhalten, 
dass man 

p + qy 



setzt 



"""" 1 + y 



— 93 — 
Beisp. 

x» + xa-.2x — 1=0, 



3 ' ^ 3 ^ 27 



x = y- -Ö-; y*— -ä^y 



=<^)"-ay<»- 



7 



54 1 

cos 9= = ■—] 9 = 790 6' 24"; 

' '-^ " 2|/T 



1/(0 



2 /T=- 2piT + 9 



CO8 



3 »^ 3 • 

Aufgabe. In welcher irreductiblen cubischen Gleichung 
kann eine "Wurzel als rationale Function einer andern Wur- 
zel ausgedrückt werden? 

Werden die beiden Wurzeln mit Xj und Xj bezeichnet, 
so kann man 

Xi = a + bxg + cxj2 

setzen, da jede rationale Function einer Wurzel diese Form 
annehmen kan (26). 

Nun sei die gesuchte Gleichung 

f(x)=::X« + px» +qx + r=:0, 

und V (x) = möge die Gleichung darstellen, deren Wur- 
zeln die drei Werthe von a + bxj ^cxj'^ sind. f(x) = 
und ?^ (x) = haben dann eine gemeinschaftliche Wurzel, 
und da f (x) = irreductibel sein soll, müssen sie die übrigen 
' Wurzeln auch gemeinschaftlich haben; da man nun z. B. nicht 
haben kann 

Xg=a 4- bXg + CXg^, 

da X3 in diesem Falle Wurzel einer Gleichung zweiten Gra- 
des werden würde, muss man haben 

Xi = a + bxg + cxg», 
X3 = a 4-bx8 + cxg^, 
X3 = a + bxi + cxj^. 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich 
c = ^"ZJ"^ , wo D = (xi - xa)2 (xs - x,)» (X3 - xi)2 (vergl. 25). 
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b und a erhalten V^D^ im Zähler, werden aber im üebrigen 
rational durch die Coefficienten ausgedrückt. Die gesuchte 
Eigenschaft findet sich also bei allen cubischen Gleichungen, 

sobald \rD als bekannt vorausgesetzt werden darf. Je nach- 
dem man +\/1D oder — V^ nimmt, erhält man die eine 
oder die andere Wurzel durch die dritte ausgedrückt. 



Z^veites Kapitel. 

Die Gleichung vierten Grades oder die biquadratische 

Gleichung. 



Methode von Lagrange. 

55. Wie man auch die allgemeine Gleichung vierten 
Grades auflösen möge, stets wird man genöthigt sein, eine 
Hülfsgieichung dritten Grades zu benutzen, die sogenannte 
Besolvente; die Unbekannte in dieser Gleichung ist eine 
solche Function der "Wurzeln der gegebenen Gleichung, welche 
nur drei Werthe hat; solcher giebt es mehrere, z. B. 

(Xi + Xa) (xg + xj 
(x^ -^9 4- Xg x^*) . 

Lagrange benutzt die erste von diesen og setzt 

yi = Xi Xg -\- Xg x^ ; Ji^^ Xj Xg + Xg x^ , Jg = Xj x^ + Xg Xg. . . (1) 

Ist die gegebene Gleichung 

f (x) = x* + Axa + Bx« 4- Ox + D = 0, (2) 

80 hat man 

yi + 72 + y8 = Bi 

yiy« +yiy8 + yay8=2xiaxaXg = A0-^4D, 

yi y2 ys = 2 Xi» Xg Xg x^ + 2 Xi 8 Xg» Xg« = D (A» - 4B) + C2. 

Somit wird die Resolvente 

y8_By« + (AC-4D)y + D(4B — A«)-Oa=0. ... (8) 
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Methode von Descartes. 
56. Descartes setzte 

f (x)= (X« + «1 X + «a) (x* + ßi X -h ßa), 

woraus durch Vergleichung der Coefficienten 

«ißi + a2+ß9 = B 

*lß» + ßi «9 — ^ 

«aßat^D. 



Nimmt man nun 



a2 + ?2=y 



und eliminirt a,, aj, ßi und ßj s-^s den fiinf Gleichungen, so 
gelangt man zu einer Gleichung in y, welche genau dieselbe 
ist, wie die oben gefundene, «j und ^2 sind nämlich die 
Producte von zwei Paar Wurzeln und folglich ist «2 "i~ ß2 
dieselbe Function der Wurzeln, welche Lagrange benutzt. 
Man könnte ebenso gut 

y = «1 ßi oder y = (oj — ß^)» 

setzen; dadurch würde y eine der übrigen Functionen mit 
drei Werthen, welche oben erwähnt wurden. 



Ferrari's Methode. 



57. Ferrari, der erstö, welcher die Gleichung vierten 
Grades auflöste, gelangte zu derselben Resolvente wie Lagrange 
und Descartes. Er formt die Gleichung folgendermassen um 



G'+x^-^iT 



= (4^-B + y)x» + (^-c)x + ^-D (1) 



4" ' ! 
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und sucht nun y so zu bestimmen, dass die rechte Seite ein 
Quadrat wird. Schreibt man die Bedingung hierfür hin, so 
erhält man eben die früher gefundene Resolvente. Man 
sieht auch leicht, dass y hier dieselbe Bedeutung hat, wie 
früher. Bezeichnet man nämlich den Werth, welchen die 
Grösse auf der rechten Seite erhält, sobald die Bedingung 
erfüllt ist, mit S^, so erhält man 

- ^' + ^^ + -i-±S=0 (2) 

Die Gleichung vierten Grades ist hierdurch in zwei 
Gleichungen zweiten Grades zerlegt worden, welche jede zwei 
der gesuchten Wurzeln geben; man hat also 

also wie vorhin 

y = X|^ Xg + X3 x^. 



Methoden von Tsehirnhaus und Euler. 

58. Tsehirnhaus bringt die Gleichung auf die Form 

y* + Py^ + Q = 0, 

indem er 

y = a + bx + x^ 

setzt und a und b so bestimmt, dass y* und y den Coeffi- 
cienten bekommen. 

Euler eliminirt y aus 

x = a + by + cy* + dy» 
und 

y*=e, 

und bestimmt a, b, c, d und e derartig, dass die gefundene 

Gleichung in x dieselbe wird, wie die gegebene. DieUnter- 

7 
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suchung, wie die Unbekannte in der Gleichung dritten Gra- 
des, welche man auch bei diesen Methoden auflösen muss, 
von den Wurzeln abhängt, soll hier übergegangen werden. 
Euler hat sich auch einer Methode bedient, analog der von 
Hudde bei der Gleichung dritten Grades angewendeten, 
indem er 

x = p + q + r 

setzt. Man kann dann über diese neuen Unbekannten so 
disponiren, dass die gegebene Gleichung in drei Gleichungen zer- 
legt wird, durch welche p^ + q^ + r^, p^q^ + p^r^ + q^ r^ 
und pqr bestimmt werden; p^, q^ und r^ werden dann als 
Wurzeln einer Gleichung dritten Grades gefanden. 



Genauere Untersuchung der Auflösung unter 
Anwrendung der Methode von Descartes. 

59. Für die Praxis wird die etwas veränderte Methode 
von Descartes vorzuziehen sein. Zuerst bringe man die 
Gleichung auf die Form 

X* + ax2 + bx + = .• (1) 

und setze 

X* + ax2 + bx 4- c = (x2 + ax + ß) (x» — ax + y), . . . . (2) 
folglich 



a(Y-ß)=b, [; . . 
ßY = c J 

hieraus erhält man 

ß + Y = a + aa, 
T-ß--, 

oder 



(B) 



a8 +2aa* + (a« — 4c) a» — b« =0, (4) 



— 99 — 

welche Gleichung für a^ = y reducirt wird auf 

y8 +2ay« + (a« — 4c)y — b«=iO (5) 

Die Gleichung in a hat sechs Wurzeln, nämlich die sechs 
Werthe von x, + Xj. Von diesen sind zwei und zwei gleich 
gross mit entgegengesetztem Vorzeichen, weil aus Gleichung 
(1) folgt 

Xi + Xa + Xg 4- x^ = 0. 

Sind a, b und c reell, so ist das letzte Glied der Resolvente 
negativ; sie hat dann immer eine positive Wurzel, während 
die beiden anderen beide positiv, beide negativ oder beide 

complex sind; a = \/y wird deshalb immer reell für wenig- 
stens einen Werth von y. Da nun 

so werden zwei Wurzeln bestimmt durch die Gleichung 

a» 4- aa — b ,r. 

X« + ax + ^^ = 0» (0 

und die beiden anderen erhält man hieraus durch Ver- 
tauschung von a mit — a. 

Man sieht, dass die Wurzeln der gegebenen Gleichung 
durch Quadratwurzeln ausgedrückt werden können, falls die 
Resolvente eine rationale Wurzel hat. Später wird gezeigt 
werden, dass diese Bedingung nicht nur hinreichend, sondern 
auch nothwendig ist. 

Ist 

a« a 



+ -ö> 



4 V 2 -"^ 2a' 

sowohl fiir ^ den negativen wie für den positiven Werth von 

a, so zeigt die quadratische Gleichung (7), dass alle vier 

Wurzeln complex sind, während sie dUe reell werden, sobald 

die Grösse auf der linken Seite kleiner ist als jeder der 

b 
Werthe von -^r— ; feilt sie zwischen diese beide Werthe, so 

Joe 

sind zwei Wurzeln reeU und zwei complex. 

7* . . 



: : • ^ > - '. - 
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Hat die gegebene Gleichung gleiche Wurzdn, so müssen 
die beiden Gleichungen zweiten Grades entweder eine gemein- 
schaftliche Wurzel haben, oder eine von ihnen muss gleiche 
Wurzeln haben. Im letzteren Falle ist 



4^+-^=+ 



2 - 2a 



oder 



(^^i)'= 



b2 






4a»' 
welche Gleichung, da a^ «= y, auch geschrieben werden kann 

Da diese Gleichung eine Wurzel mit der Resolvente 
gemeinschaftlich haben soll, muss diese reductibel sein. Zu 
demselben Resultate gelangt man, wenn man annimmt, dass 
die beiden Gleichungen zweiten Grades eine Wurzel gemein- 
schaftlich haben. 

60. Es ist gezeigt worden, dass man nur eine der Wur- 
zeln der Resolvente zu benutzen braucht, um alle Wurzeln 
der gegebenen Gleichung auszudrücken. Man kann indessen 
auch alle Wurzeln der Resolvente benutzen. Bezeichnet 
man diese mit a,^, a2^, «3 2, so hat man nämlich 

«1^ + *9^ + «8* = — 2a; ai^aa^a^a^b« oder a^(t.^a.^ = \}, 

da man die Werthe von «,, aj und aj so wählen kann, dass 
ihr Product dasselbe Vorzeichen hat wie b. 

Dadurch erhält die Grösse, welche bei der Auflösung von 

xa + ax + ß = 

unter das Wurzelzeichen kommt, eine andere Form; man 
erhält 

g« a b _ (aa + a»)^ 
4 2 "*■ 2a — 4 

und also 

3^1 \ _ — «1 ± («8 + «s) 

:• •• * . 

• * • •• - ^ * • 

* • ' :•.•'." 



*2 / ^ 
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und auf dieselbe Weise 

^8 \ _ ^1 ± («2 - ^n) /9^ 

Die Resolvente hat immer eine positive Wurzel; diese 

sei a,2 und a, sei der positive Werth von V «i^ • ^^2 *3 
muss dann dasselbe Vorzeichen haben wie b. Nun sind drei 
Falle möglich: 

1) ttj^ und ttg^ sind beide positiv, ag und a^ müssen 
also mit gleichen Vorzeichen genommen werden, wenn b 
positiv ist, mit verschiedenen Vorzeichen, wenn b negativ ist. 
Die Wurzeln der gegebenen Gleichung werden alle reell, 

2) a^^ und a^'^ sind beide negativ. Man setze 
WO m und n positiv sind; dann erhält man 

«8 = + i \/ m ; ttg = ± i \/n", 

wenn b positiv ist, und 

wenn b negativ ist. Die Yfwrzdn der gegebenen Gleichung 
sind aMe complex, falls m und n ungleich gross sind. Ist 
m==n, werden zwei Wurzeln gleich gross, die beiden anderen 
complex. 

3) aL2^ ww(i ttj^ sind beide complex; dann setze man 

ag« = r8 (cos + i sin 9) ; ag^ = r« (cos - i sin 9) 
also 

«a = ± ^l cosy + isin-2- h 

, / 9 . . 9\ 
*8 = ± r l cos 2" — 1 sin -^J , 

worin die Vorzeichen von r gleich oder verschieden genommen 
werden müssen, je nachdem b positiv oder negativ ist; im 
ersten Falle hat man 

^ -o^arcos^ 



2 

«1 ± Sirsin-^ 



3^8 \_ 

X4/ 



d 
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im zweiten Falle erhält man 

— a- 4- 2ir sin 



^ — «1 ± 2ir sin ^ 



Xo I 2 



X 



8 



<»i ± 2r cos Y 



Die gegebene Gleichung hat also zwei reeUe und zwei 
complexe Wurzeln. 



Drittes Kapitel. 

Die binomische Gleichung. 



Trigonometrische Ausdrücke für die Wurzeln. 

61. Unter der binomischen Gleichung wird die Gleichung 

z" = a (1) 

verstanden. In dem Vorhergehenden sind bereits besondere 
hierunter mit einbegriffene Gleichungen vorgekommen; es 
soll jetzt die allgemeine Gleichung genauer untersucht werden. 

Ist a complex, z. B. 

a = ai +ibi, (2) 

so setze man 

a^ = r cos ; bi = r sin (3) 

und erhält dann 

z = y r ( cos —^ — ^ h i sin —^ I ; (4) 

. hieraus erhält man die n gesuchten Werthe von z, wenn 
man p|n auf einander folgende ganze Werthe beilegt. Die 
Wurzeln sind alle complex, denn um eine reelle Wurzel zu 
bekommen, müsste fiir einen ganzen Werth von p 

n 
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sein, wo k eine ganze ZaM bedeutet. Das ist indessen nur 
möglich für 6 = oder 6 = ic, was wiederum b, =0 nacb 
sich ziehen würde. 

Ist a reell und k die positive Grösse, für welche 
wird die Gleichung, wenn man 

Z =:kx 

setzt, auf 

x" = ± 1 
reducirt. 

Man erhält nun wie oben aus 

x'^^l (5> 

2pit . . . 2pTt 
= cos —^ h 1 sin — ^ 

und aus 

x" = -l (7> 

X = cos -i-i— ! [■ 1 8111 — -^- — (8> 

n n ^ ' 

Im ersten Falle hat man eine reelle Wurzel, wenn 
2pic = oder 2p'rc —nie, indem p die Werthe 0, l,2...(n — 1) 
erhält; ist nun n ungerade, so kann man nur p = ge- 
brauchen, und dem entspricht x = l; ist n gerade, so kann 

man p = und p «= -^ n nehmen, wodurch beziehungsweise 

X c=a 1 und X =» — 1. Die übrigen Wurzeln sind complex 
und paarweise conjugirt. 

Im gweiten Fälle erhält man reelle Wurzeln für 

2p + 1 = und 2p + l = ii; 

die erste Bedingung kann nicht erfüllt werden* und die zweite 
nur dann, wenn n ungerade ist; für ein gerades n erhält 



X = COS —^ h 1 Bin ^ (6> 
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man also lauter complexe Wurzeln, für ein ungerades n nur 
eine reeUe Wurzel, nämlich x = — 1. Die complexen Wur- 
zeln sind auch hier paarweise conjugirt. 



Eigenschaften der 'Wurzeln. 

62. lieber die Wurzeln dieser Gleichungen gelten ver- 
schiedene Sätze, welche oft Anwendung finden; es soll im 
Besonderen die Gleichung 

betrachtet werden. 

Die gemeiiischafllichen Wurzeln für 

x'' = l und x'° = l 

werden durch die. Gleichung 

x^ = l 

bestimmt, worin q der grösste gemeinschaftliche Factor für 
m und n ist. Dies folgt daraus, dass x^ — 1 der grösste 
gemeinschaftliche Factor für x° — 1 und x™ — 1 ist. 

63. Jede Potenz einer Wurzel der Gleichung 

ist wieder eine Wurzel. 

Denn ist a eine Wurzel, so ist a'^^»!; aP wird dann 
auch eine Wurzel sein, da (aP)** = (a°)p = 1. 

64. Wenn p eine Primzahl ist, können alle Wurzeln der 
Gleichung 

xP = l 



dargesteiUt werden durch 



a, a^, a" . . . a?, 



wo a eine vnUkürlich gewählte Wurzel ist, die Wurzel 
ausgenommen. 
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Da alle Grössen der Reihe Wurzeln sind, braucht man 
nur nachzuweisen, dass sie alle verschieden sind. Falls nun 
z. B. * 

WO q > r, so müsste 

a' (a^^-^ — 1) = 

sein. Da a nicht Null ist, müsste also a eine Wurzel der 
Gleichung 

x*!-"" — 1=0 

sein; das ist indessen unmöglich, denn da q — r < p, kann 
zufolge 62 diese Gleichung keine Wurzeln ausser 1 mit der 
gegebenen gemeinschaftlich haben. Ist p dagegen keine Prim- 
zahl, so können mehrere Glieder der Reihe gleich werden, so 
dass die Reihe nicht %lle Wurzeln giebt. Man nennt die 
Wurzeln primitiv, welche keine Gleichung von derselben Form 
aber van niedrigerem Grade befriedigen, Ist p eine Primzahl, 
sind alle Wurzeln primitiv mit Ausnahme von L Ist p keine 
Primzahl, wird die obenstehende Reihe dennoch alle Wurzeln 
geben, sobald a eine primitive Wurzel ist. Ist p eine Potenz 
einer Primzahl, sind alle Wurzeln primitiv mit Ausnahme 
derjenigen, welche durch Gleichungen bestimmt werden, deren 
Exponenten niedrigere Potenzen derselben Primzahl sind. 
So sind i und — i primitive Wurzeln für p = 4, während 
+ 1 und — 1 nicht primitiv sind, da sie die Wurzeln der 
Gleichung x^ = 1 darstellen. Alle Wurzeln können aus- 
gedrückt werden durch a, a^, a^ und a*, weim a = i oder 
a = — i, aber nicht wenn a = + 1. 

Dass eine Gleichung immer primitive Wurzeln hat, folgt 
aus dem Ausdruck für diese; sollten nämlich alle Wurzeln 
auch Wurzeln von Gleichungen von niedrigerem Grade sein, 
so müsste für jedes p 

2 p IT 2piii 



»1 



sein, wo n, <n. Das findet nur statt, wenn — verkürzt 

n 
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werden kann ; es ffi^t also so viele primitive Wurzdn, als es 
Zahlen gieht, Meiner als n, die prim zu n sind. Diese An- 
zahl kann, wie bekannt, ausgedrückt werden durch 

»(-i)(;-i)-C-i). 

wenn Pi, P2 • • • Pq ^^^ Primfactoren von n sind. 

65. Sind m und n prim zu einander, wnd mvdtiplicirt 
man alle Wurzeln von a?*" = i mit allen Wurzdn von aj" =» i, 
so erhält man alle Wurzdn von, ic*'» = i. 

Da nämlich eine Wurzel der ersten Gleichung das Argu- 
ment — - — , eine der zweiten das Argument — - — hat, so 
m ° n 

erhält deis Product das Argument 

271 (qm + pn) 
mn 

und ist folglich Wurzel der angegebenen Gleichung. Es bedarf 
nur noch des Nachweises, dass alle mn Werthe des Productes 
verschieden sind. Wären zwei Werthe gleich, müsste z. B. 

qm + pn = qim 4- Pill < 

sein, oder 

m _ Pi—P. 
n q — qi' 

das ist indessen unmöglich, da p, — p<m, q — qi <n, und 
m und n prim zu einander, sind. 

Man sieht leidht, dass die Odtung des Satzes auf eine 
beliebige Anzahl von Gleichungen, deren Exponenten prim zu 
einander sind, ausgedehnt werden kann. Gleichungen der 
angegebenen Form können dadurch auf Gleichungen zurückge- 
führt werden, deren Mcponerden Potenzen von Prim^zaMen sind, 

66. Die Gleichung 



^' = 1, 



wo p eine Primzahl bedeutet, lässt sich auf Gleichungen vmi 
der Form ajP = a redu^ciren. 
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Die gegebene G-leichung kann nämlich durch folgendes 
System ersetzt werden: 

• 

Bei der Auflösung jeder dieser Gleichungen nehme man 
nur eine Wurzel, gleichgültig welche, doch 1 ausgenommen. 
Der Werth von x, zu dem man auf diese Weise gelangt, 
muss eine primitive Wurzel der gegebenen Gleichung sein, 
denn im entgegengesetzten Fall müsste er einer der Grössen 
*i; *2> *8 • • • <iö^ Werth 1 ertheilen, und für jede dieser 
Grössen ist eben ein Werth angenommen worden, der von 
1 verschieden ist. Auf solche Weise ist also eine primitive 
Wurzel der gegebenen Gleichung gefunden, und aus dieser 
lassen sich alle übrigen Wurzeln durch Potenzirung bilden. 

Auf diese Weise ist gezeigt worden, dass alle Gleichungen 
von der Form 

auf Gleichungen von der Form 

xP = a 

zurückgeführt werden können, wo p ein Primfactor von n, und 
a auf die oben angegebene Weise bestimmt ist. 

67. Die symmetrischen Functionen der Wurzeln von 

x^ — 1=0 lassen sich leicht bestimmen ; man hat nämlich 

* 

Sp = x,P + XgP ... + x„P = aP + a'P +.... + 1 

oder 

1 — a'^P 

P 1-aP' 

wenn a eine primitive Wurzel ist. Ist p nicht theilbar 
durch n, so ist der Zähler des Bruches Null, der Nenner 
nicht Null, also Sp=0; ist p theilbar durch n, wird der 
Bruch unbestimmt, aber jedes Glied in Sp ist 1, also Sp = n. 
Hieraus folgt femer 

1 X^ XgP Xgf . . . = 
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fiir alle Fälle, wo a + ß + T + • • • nicht theilbar ist durch n; 
eine solche Function wird nämlich durch eine Summe von 
Gliedern von der Form , 

®p ^q ^r • • • 

ausgedrückt, und ein solches Glied wird Null werden, sobald 
nicht alle Indices theilbar sind durch n; aber die Summe 
der Indices ist genau gleich der Summe der Exponenten 
de^ Function. . 



An^vendung der Theorie der reciproken 
Gleichungen auf die binomische 

Gleichung. 

68. Die binomische Gleichung kann mit Hülfe der bei 
reciproken Gleichungen angewandten Methode auf eine 
Gleichung niedrigeren Grades reducirt werden. 

Es soll nun die Gleichung 

xP=^l, (1) 

wo p eine Primzahl ist, betrachtet werden; auf diese Form 
können, wie bekannt, die Fälle zurückgeführt werden, in 
denen p keine Primzahl ist. Sei p = 2n + 1, dann erhält 
man nach Division durch x — 1 

^2n ^ x2n-l ^ j,2n-2 . 4. j + 1=:0; (2) 

diese Gleichung ist reciprok und wird durch die Substitution 
auf eine Gleichung in y vom n*®° Grade 

Un = (3) 

reducirt. Diese Gleichung hat lauter reelle Wurzeln; man 
hat nämlich 

X« — yx + l = 0, (4) 
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woraus hervorgeht, dass einem Werthe von y zwei Werthe 
von X entsprechen, deren Summe y und deren Product 1 ; 
nun werden zwei solche Wurzeln ausgedrückt durch 

X, = cos -jr-^-T-i- + 1 sin ^^ 



2n + 1 ' 2n + 1 

2p. TT . . 2piir 
Xq= cos ^ , 1 sin ^^ 



2n + 1 2n + 1' 

so dass 

y = 2cos-^i^ '(5) 

^ 2n + 1 ^ ^ 

Die Wurzeln der Gleichung (3) sind also die n ver- 
schiedenen Werthe von 2 cos tt- -7— ;-, welche man erhält für 

2n -t- 1 

Pi = 1, 2 . . .n. Da der in diesem Ausdruck vorkommende 
Bogen ein Vielfaches eines (2n + l)'®*^ Theiles der Kreis- 
peripherie ist und dieser Bogen durch Zirkel und Lineal 
bestimmt werden kann, sobald dessen Cosinus sich durch 
Quadratwurzeln ausdrücken lässt, so sieht man, dass die Auf- 
gabe, eine Kreisperipherie mit Hülfe von Zirkel und Lineal 
in p gleich grosse Theile zu theilen zusammenfällt mit der, 
die Gleichung 

xP -1 = 

durch Quadratwurzeln aufzulösen. Für p =» 5 wird die 
Gleichung in y quadratisch, so dass die Aufgabe lösbar ist; 
für p == 7 wird dagegen die Gleichung in y cubisch und 
kann nicht durch Quadratwurzeln aufgelöst werden. Später 
wird diese Aufgabe wieder aufgenommen werden. Hier soll 
nur noch folgender Satz bewiesen werden: 

69. Wenn p eine Primzahl ist, so ist die Gleichung 

xP-1 

X — 1 
irredfidibd. 



= 



X sei ein Polynom mit ganzen Coefficienten und lasse 
sich in zwei Factoren A und B von niedrigerem Grade zer- 
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legen. Dann müssen A und B mit ganzen Coefficienten 
dargestellt werden können. Enthalten nämlich A und B 
gebrochene Coefficienten, so kann man die Identität 

X = Aß 

mit einer solchen Zahl k multipliciren, dass die Coefficienten 
die Bruchform verlieren; da nun kX durch einen Primfactor 
von k theilbar ist, muss auch einer von den Factoren auf der 
rechten Seite des Gleichheitszeichens dadurch theilbar sein*); 
deshalb kann man nach und nach alle Primfactoren von k ^uf 
beiden Seiten durch Division entfernen ohne Brüche einzu- 
führen. 

Nun nehme man an, dass 

xP — 1 



X — 1 



in zwei rationale Factoren zerlegt werden könne; diese 
müssen dann mit ganzen Coefficienten dargestellt werden 
können; vertauscht man auf beiden Seiten x mit x + 1, nimmt 
die linke Seite die Form 

x^^+P9«+P (6) 

an, wo cp ein ganzes rationales Polynom ist. Die Glieder ohne 
X in den beiden Factoren müssen deshalb das Product p 
haben, und da p eine Primzahl ist, muss das eine + 1> ^^ 
andere + p sein. Das Product hat deshalb die Form 

(± 1 + aj X + aa X" + . . .) (± P + bi X + bg X« . . .). 

Subtrahirt man auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens 

±P(± 1 + »iX + aax^...)» 

bleiben alle Glieder des Productes (6) mit Ausnahme von 
xP"^ theilbar durch p; daraus ersieht man, dass bj theilbar 



*) Der Beweis, welcher im Allgemeinen für diesen Satz geführt 
wird, wenn A und B ganze Zahlen sind, gilt auch, wenn sie ganze 
Functionen sind; dass k in der Function aufgeht heisst dann, dass k 
in allen Coefficienten aufgeht. 
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sein muss durch p und so weiter. Zuletzt gelangt man auf 
diese Weise zu einer Grleichung von der Form 

(± 1 + a^ X + aj X« . . .) x^ = xP-^ + p ^pi(x). 

Hieraus würde folgen, dass p in dem Coefficienten von x^ 
aufgehen müsse; das ist unmöglich, da der Coefficient ji 1 
ist. Die untersuchte Gleichung ist also irreductibel. 



Viertes Kapitel. 

Die Gleichung fünften Grades. 



Unmöglichkeit der algebraischen Auflösung 

dieser Gleichung. 

70. Es ist gezeigt worden, dass die Auflösung der 
Gleichungen dritten und vierten Grades gelingt, weil es bei 
jeder dieser Gleichungen möglich ist Functionen der Wur- 
zeln zu finden, welche eine geringere Anzahl von Werthen 
haben als die Wurzel selber, und welche deshalb durch 
Gleichungen von niedrigerem Grade als die gegebene bestimmt 
werden. Lagrange hat gezeigt, dass man, wenn man versucht 
die angewandten Methoden auf Gleichungen .von höherem 
als dem vierten Grade auszudehnen, zu Hülfsgieichungen von 
höherem Grade als die gegebene gelangt. Hiernach war es 
wahrscheinlich, dass die Wurzeln einer Gleichung von höherem 
als dem vierten Grade im Allgemeinen nicht algebraisch 
durch die Ooefficienten ausgedrückt werden könnten. Dass 
es sich wirklich so verhält hat Abel bewiesen; sein Beweis 
ist von Gfilois vereinfacht worden; der Beweis von Galois 
soll hier in etwas veränderter Form vorgeführt werden. 

Falls eine Gleichung n*®"* Grades mit allgemeinen Ooeffi- 
cienten durch Wurzelgrössen aufgelöst werden kann, muss 
dasselbe auch gelten von der Gleichung 

. . . + X^ Xg X j . . . Xj^ = 0, . . . . (1) 

8 
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worin Xj, X2 . . .Xn vollkommen willkürlich und unabhängig 
von einander sind. Da die Wurzeln dieser Gleichung 
X,, X2 . . . Xn sind, muss die Auflösung zu diesen Werthen 
führen; alles Wurzelausziehen, welches bei der allgemeinen 
Auflösung verlangt wird, muss deshalb ausgeführt werden 
können, sobald man statt der allgemeinen Coefficienten 
aj, aj . . . die Coefficienten der Gleichung (1) einsetzt. 

Nun nehme man an, die erste Wurzel, welche ausgezogen 
werden solle, sei 

A enthält dann keine Wurzelgrössen, sondern ist eine ratio- 
nale Function der Coefficienten der Gleichung und deshalb 
eine symmetrische Function von x,, X2 . . . Xq. y kann dagegen 
keine symmetrische Function dieser Grössen sein, denn in 
solchem Falle könnte y rational durch die Coefficienten 
aj, aj . . . der allgemeinen Gleichung ausgedrückt und . die 
Wurzelgrösse durch einen rationalen Ausdruck ersetzt wer- 
den. Wenn y nicht symmetrisch ist, muss es wenigstens 
zwei von den darin vorkommenden Wurzeln, z. B. Xj und 
X2 geben, deren Vertauschung den Werth von y verändert. 
Da nun alle Werthe von y durch 

y' = A 

bestimmt werden, muss der eine der beiden verschiedenen 
Werthe aus dem andern durch Multiplication mit einer der 

Wurzeln a (nicht 1) von 1"* gebildet werden. Man erhält 
dadurch, wenn f(xi,X2...) der eine von den Werthen ist, 
welche durch Ausziehen der Wurzel erhalten werden, 

I (Xj, Xg, X5J, x^ . . . x^) = a I (Xg, Xj, X3, x^ . . . Xjj). 

Diese Gleichung muss eine Identität sein, da Xj, Xj . . . 
unabhängig von einander sind; sie bleibt deshalb bestehen, 
wenn auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens X| mit Xj 
vertauscht wird; dadurch erhält man 

I (Xg, Xi, Xg, x^ . . . Xjj) = a f (Xj, Xj, X3, x^ . . . Xjj). 
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Multiplicirt man diese Gleichung mit der vorhergehenden, 
erhält man 

«8 = 1; a = — 1. 

Man kann nun immer annehmen, dass r eine Primzahl 
ist, da man im entgegesetzten Fall mehrere Male nach ein- 
ander mit einer Primzahl radiciren kann ; dann muss r =^ 2 
sein, da nur in diesem Falle a «= — 1 sein kann. Die erste 
Wurzd, welche auszuziehen ist, muss deshalb eine Quadrat- 
unirzd sein, y ist eine rationale Function von x,, Xj . . .Xn, 
welche das Vorzeichen wechselt, wenn x, und Xj vertauscht 
werden und deshalb auch, wenn zwei beliebige Wurzeln ver- 
tauscht werden, da man vor der Ausziehung der Quadratwurzel 
A derartig ordnen kann, dass zwei beliebige Wurzeln an die 
Stellen kommen, welche früher von Xj und Xj eingenommen 
wurden. 

y ist nicht symmetrisch^ hat aber eine andere charac- 
teristische Eigenschaft; es muss nämlich unverändert bleiben 
bei jedem cyklischen Fortrücken von einer ungeraden Anzahl 
Wurzeln, z. B. wenn man Xj statt Xj, X2 statt X3, Xg statt 
X, setzt. Dies ist nämlich dasselbe, wie wenn man eine 
gerade Anzahl Vertauschungen von zwei Wurzeln vornimmt, 
und da y das Vorzeichen bei jeder solchen Vertauschung 
wechselt, muss es bei einer geraden Anzahl Vertauschungen 
unverändert bleiben. 

Fährt man nun fort, indem man den gefundenen Aus- 
druck mit anderen ähnlichen und mit den symmetrischen 
Coefficienten combinirt, von neuem radicirt u. s. w., so giebt 
es zwei Möglichkeiten: entweder fahren die gefundenen Aus- 
drücke fort solche zu sein, welche nicht durch eine cyklische 
Vertauschung von 3 oder 5 Wurzeln verändert werden, oder 
man gelangt auch einmal dazu eine Wurzel auszuziehen, 
welche ein Resultat giebt, das diese Eigenschaft nicht hat; 
im ersteren Falle würde man zuletzt für einen der Werthe 
des gefundenen Ausdrucks erhalten 

Xj = 1 (Xj, Xg, X3 . ■• . Xjj) ; 

dies muss eine Identität sein, aber das ist unmöglich, sobald 

8* 
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mehr als zwei Wurzeln vorhanden sind, da die eyklische 
Verschiebung die linke, aber nach der Voraussetzung nicht 
die rechte Seite verändert. 

Es ist also nothwendig, dass einmal eine Wurzelgrösse 
kommen muss, welche die erwähnte Eigenschaft des Aus- 
drucks nicht mehr besitzt; man muss also zu einem Aus- 
druck wie 

gelangen, in welchem B durch eyklische Verschiebung 
unverändert bleibt, aber z nicht; man nehme an, dass z 
seinen Werth ändert, wenn Xj, X2, X3 beziehungsweise durch 
Xj, X3, Xj ersetzt werden. Die verschiedenen Werthe von z 
sind alle Wurzeln in 

man muss deshalb für die beiden Werthe von z eine Grieichung 
erhalten von der Form 

I (x^^, Xg, X3, x^ . . . x^) = a I (Xg, X3, Xj, x^ . . . x^). 

Da diese Gleichung identisch ist, wird sie ihre Geltung be- 
halten, wenn dieselben Vertauschungen auf beiden Seiten 
vorgenommen werden; dadurch erhält man 

* (,^2' ^8» ^IJ ^4 • • • ^n/ "~" * V^Si ^H ^2) X^ . . . Xjj) 
^ (Xg, Xj, Xg, X^ . . . Xjj) = a I (Xj, X21 Xg, x^ . . . x^^) 

und durch Multiplication der drei Gleichungen 

Es muss deshalb nothwendigerweise die Ausziehung einer 
Cubikwurzel vorkommen, sobald drei oder mehr Wurzeln 
vorhanden sind. 

Die drei Werthe von z sollen mit 



z, a z, a* z 



bezeichnet werden. Giebt es nun mehr als vier Wurzeln, so 
kann man in der Identität 

z8 = B 
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eine cyklische Verschiebung von fünf Wurzeln vornehmen. B 
bleibt dadurch unverändert und z muss, da die Gleichung 
ihre Geltung behält, entweder unverändert bleiben oder in 
az oder a^ z übergehen; im letzten Falle kann man wie 
früher verfahren und erhält dadurch 

1 
das ist unmöglich, da a einer der complexen Werthe von 1' ist. 

Es bleibt also nur die Möglichkeit übrig, dass z unver- 
ändert bleiben kann bei jeder cyklischen Verschiebung von 
fünf Wurzeln, .während es bei der cyklischen Verschiebung 
von drei Wurzeln mit a oder a^ multiplicirt wird. 

Eine cyklische Verschiebung von drei Grössen kann indessen 
ersetzt werden durch zwei cyklische Verschiebungen von 
fünf Grössen; so wird die cyklische Verschiebung von 

dadurch ausgeführt werden können, dass man erst 

X, 

und darauf 



6; ^4? ^3' ^1) *! 



Xj, Xg, Xg, X^, Xg 



verschiebt, wodurch zwei cyklische Verschiebungen von fünf 
AVurzeln vorgenommen worden sind. Da nun keine von diesen 
z verändert, wird z durch eine cyklische Verschiebung von 
drei Wurzeln unverändert bleiben, aber das widerstreitet der 
Voraussetzung. Es ist also bewiesen, dass allgemeine 
Gleichungen von höherem als dem vierten Grade nicht alge- 
braisch*) aufgelöst iverden können. 



*) „Algebraisch" ist hier als „durch Wurzelausziehen und andere 
algebraischen Operationen zu verstehen. Abel und Galois betrachten 
auch die Möglichkeit, dass man für x^ einen algebraischen Ausdruck 
finden könnte, der sich nicht identisch auf Xj reduciren Hesse. 



Fünftes Kapitel. 

Zerlegung rationaler Polynome in rationale Factoren. 



Factoren ersten Grades. 

71. Die möglicherweise vorhandenen Factoren ersten 
Grades eines rationalen Polynoms f (x) kann man immer fin- 
den! Ein solcher Factor muss nämlich von der Form x — a 
sein, und a muss dann ein Factor des Griiedes von f (x) sein, 
welches x nicht enthält; später wird diese Aufgabe wieder 
aufgenommen werden; hier soll nur bemerkt werden, dass 
mian den Versuch mit allen Factoren machen kann, welche 
sich in dem letzten Gliede finden; genügt keiner von diesen 
der Gleichung f (x^ =» 0, so hat dieselbe keine rationale Wur- 
zel und f (x) keinen rationalen Factor ersten Grades. 



Allgemeiner Ausdruck für einen Factor von f (x). 

72. Die gegebene Gleichung vom n**** Grade und ohne 
gleiche Wurzeln sei 

f(x) = (1) 

mit den Wurzeln 

^1» ^8» ^8» • * * ^n ' 
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ferner sei 

yi = ?1 (Xl, Xg, . . . Xp), (2) 

wo ff eine gewisse ganze rationale Function der p Wurzeln 
bedeutet. Nun seien 



?i>?a-"T 



r 



alle die algebraisch verschiedenen Ausdrücke, welche aus cp 
dadurch gebildet werden können, dass man die darin vorkom- 
menden Wurzeln auf alle möglichen Arten aus den Wurzeln 
der Gleichung entnimmt, während 

yu y« • • • yq 

die numerischen Werthe (Zahlenwerthe) derjenigen von diesen 
bezeichnen mögen, in welchen eine der Wurzeln, z. B. Xj, auf 
ihrem ursprünglichen Platze geblieben ist. Die Werthe von 
cp werden durch eine Gleichung mit rationalen Coefficienten 
bestimmt; nun nehme man an, dass ji eine a fache Wurzel 
dieser Gleichung sei, so dass 

Jetzt büde man die Gleichung 

(y-yi)(y-y2)..-(y-yci)--o (3) 

Die Coefficienten dieser Gleichung sind symmetrische Func- 
tionen der Wurzeln der Gleichung 

-1(^ = 0, 

X — Xj 

und können deshalb rational durch Xi und bekannte Grössen 
ausgedrückt werden; dadurch wird (3) auf die Form 

F(y,x,)=0 (4) 

gebracht. 

Da Yi eine Wurzel dieser Gleichung ist, hat man identisch 

F(yi,xi) = 0, , (5) 

aber hierdurch wird zugleich ausgedrückt, dass Xi eine AVurzel 
der Gleichung 

F(y„x) = (6) 
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ist, mithin eine gemeinschaftliche Wurzel für diese Gleichung 
und die gegehene. 

Es soll nun untersucht werden, ob diese Gleichungen 
irgend welche andere gemeinschaftliche Wurzeln, z. B. x,«, 
haben können. Die Bedingung hierfiir ist 

und dieser Gleichung wird genügt, sobald y, eine Wurzel 
ist von 

F (y, xj ^ 0. 

Diese Gleichung wird aus (4) durch Vertauschung von 
X| und Xm gebildet, und kann deshalb auch aus der mit (4) 
identischen Gleichung (3) auf dieselbe Weise gebildet werden ; 
bei dieser Vertauschung gehen yi, y2 • • • ^ Werthe von cp 
über, so dass die Bedingung dafür, dass Xm eine gemein* 
schaftliche Wurzel ist, darin besteht, dass es einen Werth cp^ 
von cp giebt, in welchem Xm an der Stelle von Xi steht, und 
für welchen 

yi = ?k' 
Die letzte Bedingung wird erfüllt für 

k rrr 1, k 1= 2, . , . k =^ 7.. 

Dte deülen Gleichungen 

f(x)r=0 und F(y„x)=0 (7) 

haben also alle Wurzeln gemeinschaftlich, welche in 

den Platz von x^ emnehmen können. 

Aus diesem Satze, der in etwas abweichender Form von 
Lagrange und Gralois gegeben w^orden ist, lassen sich mehrere 
wichtige Schlussfolgerungen ziehen, wie nun gezeigt werden 
soll. 
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73. Faüs die Oleichung in cp keine gleichen Wurzeln hat, 
hat man nur 

\^t nun cp derartig unsymmetrisch, dass keine andere Wurzel 
den Platz von x^ einnehmen kann, ohne dass cp sich algebraisch 
verändert, so bleibt Xi die einzige Wurzel, welche den beiden 
Gleichungen gemeinschaftlich ist, und kann deshalb rational 
durch y^ und bekannte Grössen ausgedrückt werden. Im 
Besonderen gilt dieser Satz für alle Wurzeln der Gleichung, 
sobald man den Werth einer solchen Function 

y=rcp(xi,.':5^2...xj 

kennt, welche lauter verschiedene Werthe für alle möglichen 
nl y^rtaugehungen der Wurzeln bekommit.. In dieser speciellen 
Form hat Galois den Satz bewiesen. 

Sobald cpj entweder, ganz oder theilweise symmetrisch ist, 
würden alle die Wurzeln, welche den Platz von x, einnehmen 
können, ohne dass der Ausdruck algebraisch verändert wird, 
Wurzeln der Hülfsgieichung und folglich gemeinschaftlich für 
beide Gleichungen werden. Im Besonderen beachte man den 
Fall, wo alle Wurzeln in cp, vertauscht werden können; die 
beiden Gleichungen erhalten dann die p Wurzeln gemein- 
Nchaftlich, und dadurch dass man den grössten gemeinschaft- 
lichen Factor sucht, kann man die Gleichung bilden, welche 
diese Wurzeln bestimmt oder den diesen Wurzeln entsprechenden 
Factor p'^"* Grades von f(x). Die allgemeine Form für einen 
Factor p*®^ Grades von f (x) ist deshalb 

xP + ?i (yi) xP-i + cpa (yi) xP-2 . . . + ^^ (y^)^ (9) 

worin ^i, ^2 • • • ?p rationale Functionen sind von bekannten 
Grössen und von y,, welcheß dey Werth einer solchen sym- 
metrischen Function der p Wurzeln ist, deren Bestimmungs- 
gleichung lauter ungleich grosse Wurzeln hat. Man kann 
also in diesem Falle alle symmetrischen Functionen der 
p Wurzeln als rationale Functionen einer derselben und be- 
kannter Grössen ausdrücken. 
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Beisp. 1. Für die Gleichung 

X» — 6x« + llx — 6=0 
ist gegeben 

Xi»+x,« = B; 

man setze 

und erhält, wenn man x» und Xg fortschafft, 



y«-(xi> + 14)y + 14xi»+^rT=0 



3 

36 

X. 



1 



oder, wenn man x statt x, und 5 statt y einsetzt, 

X* — 6x« +4 = 0, 

welche Gleichung mit der gegebenen die beiden Wurzeln 
gemeinsam hat, welche durch 

x» -3x + 2 = 
bestimmt werden. 

Beisp. 2. Die allgemeine Form für einen Factor 
zweiten Grades von 

f (x) = x» + ax» + bx + c 

soll ausgedrückt werden durch das Product y von zwei 
AVurzeln von f(x)==0. 

yi = XiXg; ya^XjXg; 
Xj -f X3 = — a — Xj, 

also 

ya + (Xi8 +axi)y — xic = 0, 

woraus die gesuchte Form 

x«+-^^^y^x + y. 

74. Die Gleichung in cp, welche oben benutzt wurde, 
gehört in dem Falle, wo sie nl verschiedene Wurzeln hat, 
einer besonderen Klasse von Gleichungen an, welche sogleich 
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genauer untersucht werden soll; sie hat nämlich die Eigen- 
schaft, dass jede ihrer Wurzdn rational durch jede der 
übrigen Wurzdn ausgedrückt werden kann. Jede der Wur- 
zeln ist nämlich eine rationale Function von X|, X2...Xn, 
und- jede von diesen kann wieder rational durch einen be- 
liebigen Werth von <p ausgedrückt werden. 

Man kann dieses benutzen, um so viele algebraisch irratio- 
nale Grössen, wie man unll, rational durch eine irrationale 
Grösse auszudrücken, unter einer algebraisch irrationalen 
Grösse jede Wurzel einer Gleichung mit rationalen Coeffi- 
cienten verstanden, einerlei ob diese Wurzel sich algebraisch 
ausdrücken lässt oder nicht; sind nämlich Xi,X2...Xp die 
irrationalen Grössen, welche als Wurzeln derselben oder ver- 
schiedener algebraischer Gleichungen bestimmt sind, so kann 
man immer eine neue algebraische Gleichung mit rationalen 
Coefficienten bilden (z. B. durch Multiplication aller gegebe- 
nen Gleichungen mit einander), unter deren Wurzeln sich 
X,, Xj . . . Xp finden; bildet man nun aus den Wurzeln dieser 
Gleichung eine solche Function, welche für alle Vertauschungen 
der Wurzeln verschiedene Werthe hat, so werden sich alle 
Wurzeln der Gleichung und also auch die gegebenen irratio- 
nalen Grössen rational durch diese ausdrücken lassen. Einer 
solchen Function kann man z. B. die Form 

y = a^ Xj + «9 Xg + «3 Xg . . . + a^ x^ (10) 

geben, wenn man annimmt dass die Hülfsgieichung vom n**" 
Grade ist. Es ist einleuchtend, dass die Coefficienten 
a,,a2...an, dax,{;x2... verschieden sind, immer so gewählt 
werden können, dass alle Werthe der Function verschieden 
werden. 

75. Wie oben werde vorausgesetzt, dass die gegebene 

Gleichung vom n*®" Grade sei, und dass 9 nl verschiedene 

Werthe habe; es ist indessen möglich, dass die Gleichung in 

9 reductibel sei; in diesem Falle nehme man an, dass sie in 

lauter irreductible Gleichungen zerlegt sei, und dass eine von 

diesen -die Wurzeln 

T11 ?8 • • • ?p (11) 

habe. 
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Man kann dann, wie gezeigt worden, jede Wurzel der 
gegebenen Gleichung als eine rationale Function eines dieser 
Werthe von cp ausdrücken, so dass man z. B. fiir die Wur- 
zeln erhalten würde: 

Vl(?l).^2(9l)-..Vn(?i) (12) 

Wenn man in dieser Reihe cp, mit einer beliebigen von 
den Grössen (11) vertauscht, wird sie dennoch fortfahrert alle 
Wurzeln der gegebenen Oleichting, nur in veränderten Reihen- 
folge, zu geben. 

Um eine der Wurzeln, z. B. x, zu finden, setze man 
nämlich, 

» 

aus <pi kann mau nun eine andere von den Grössen der 
Reihe (11) bilden, indem man die Wurzeln in cp, auf eine 
gewisse Weise vertauscht ; das Verfahren der Rechnung bleibt 
nun in beiden Fällen dasselbe, wenn nur diese Vertauschung 
der AVurzeln überall stattfindet; fand man früher 

^1 = ^1 (?i), 

so ündet man nun also 

» 

^ = ^1 (?p). 

wo Xp die Wurzel ist, welche an die Stelle von Xj kommt, 
wenn cp, mit cpp vertauscht wird. Die neuen Werthe sind 
alle verschieden, denn wenn z.B. ^ i (^g) = *1^2 (?p)» würde 
<Pp eine gemeinschaftliche Wurzel der Gleichung W^ (cp) — 
^•2 (?) '-=" und der irreductiblen Gleichung mit den Wur- 
zeln (11) sein. Man müsste dann auch haben ^"i (cpi) — 
^\ (cp,)--=0 (13), aber alle Grössen (12) sind verschieden. 

Dieser Satz ist es, welcher der Anwendung der Substitu- 
tionstheorie in der Theorie der Gleichungen zu Grunde liegt, 
wie später gezeigt werden wird. 

76. Aus der voranstehenden Entwicklung folgt, dass es, 
falls f (x) rationale Factoren hat, immer möglich ist, dieselben 
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zu finden; ist z. B. ein rationaler Factor vom p*®** Grade vor- 
handen, so muss es unter den Wurzeln von f (x) = p geben, 
welche ein rationales Product haben; dieses kann man finden, 
wenn man die Gleichung bildet, deren sämmtliche Wurzeln 
Werthe des Productes von p Wurzeln sind; diese Gleichung 
muss dann eine rationale Wurzel haben; diese sei k; dann 
hat man 

l ^2 • • • n ) 

und erhält darauf die Coefficienten des rationalen Factors 
als Functionen von k. Falls die Gleichung in k gleiche 
AVurzeln hat, kann man von einer anderen symmetrischen 
Function der p Wurzeln ausgehen, z. B. 

y — (a — Xi) (a — Xa) . . . (a ~ Xp)", 

worin, wie man leicht sieht, a immer so gewählt werden kann, 
dass man keine .gleiche Wurzeln in der Gleichung in cp be- 
kommt, wenn die gegebene Gleichung keine gleiche Wur- 
zeln hat. Da k Factor des letzten Gliedes der Gleichung 
ist, kann man oft, wenn dieses nur wenige Factoren hat, 
mit diesen probeweise vorgehen um die beschwerliche Bil- 
dung der Gleichung in k zu vermeiden. 

Wenn k rational ist, muss es einen rationalen Factor 
geben, falls k nicht mehrfache Wurzel ist; ist k dagegen 
mehrfache Wurzel, so muss nicht nothwendig ein rationaler 
Factor vom p*®° Grade vorhanden sein, da die beiden 
Gleichungen (7) in diesem • Falle einen gemeinschaftlichen 
Factor von höherem als dem p*®° Grade erhalten. Später 
wird zu diesem Fall zurückgekehrt werden; hier soll nur 
noch bemerkt werden, dass es nach dem Voranstehendeu 
immer möglich ist, eine gegebene redüctiUe Gleichung in 
in'edudihle Gleichungen zu zerlegen. 



Sechstes Kapitel. 

Abelsche Gleichungen. 



Gleichungen, in denen eine Wurzel rational durch 
eine andere Wurzel ausgedrückt \verden kann. 

77. Gauss hat gezeigt, dass die Gleichungen, welche die 
Theilung der Kreisperipherie bestimmen, immer algebraisch 
auflösbar sind; diese Klasse von Gleichungen ist mit ein- 
begriffen in einer umfassenderen Klasse, welche Abel später 
untersucht hat, und welche den Namen Abelsche Gleichungen 
erhalten haben; es sind solche Gleichungen, in denen eine 
Wurzel als eine rationale Function einer anderen Wurzel 
ausgedrückt werden kann. Hierher gehören z. B. die reci- 
proken Gleichungen und Gleichungen dritten Grades (54. Auf- 
gabe). Die Abelschen Gleichungen können immer auf 
Gleichungen von niedrigerem Grade reducirt werden und 
sind in gewissen Fällen algebraisch auflösbar. 

In der irreductiblen Gleichung n*®° Grades 

f(x)=0 (1) 

werde angenommen, dass für zwei der Wurzeln 

Xi = Ö(x,) (2) 

sei, wo 6 eine rationale Function bedeutet. 
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Bildet man die Q-leichung in y, deren Wurzeln bestimmt 
werden durch 

y,=e(xi); ys=e(x,)...y^ = 0(xj, (3) 

SO erhält man eine Gleichung, welche dieselben Wurzeln 
haben muss, wie die gegebene. Sie ist nämlich von dem- 
selben Grade wie die gegebene, und da 6 (xj) = 72 ^x,, 
haben die beiden Gleichungen eine Wurzel gemeinschaftlich 
und müssen deshalb, da f (x) = irreductibel ist, alle Wur- 
zeln gemeinschaftlich haben. Daraus folgt, dass, wenn man 
die durch 6 angedeutete Operation an einer beliebigen Wur- 
zel vornimmt, man zu einer anderen Wurzel gelangen muss. 
Wird diese auf dieselbe Weise behandelt und fkhrt man so 
fort, so muss man einmal zu einer Wurzel kommen, die man 
schon früher gehabt hat; eine Gruppe von Wurzeln, z. B. 3, 
müssen deshalb verbunden sein durch di^ Gleichungen 



Xi = ö (xj) 

X2=Ö(X3) 
X3 = (Xi) 



(4). 



Setzt man aus einer dieser Gleichungen in die andere ein, 
erhält man, wenn man 6 [6 (x)] mit 6^ (x) bezeichnet u. s. w. 

X, =- ö« (X,) (5) 

Diese Gleichung kann nicht identisch sein, wenn man 6 (x) 
als von ganzer Form annimmt, was immer möglich ist (26), 
und wenn man den früher behandelten Fall ausnimmt, wo Ö 
linear ist; sie hat die Wurzel Xj mit f(x)=0 gemein- 
schaftlich xmd wird deshalb von allen Wurzeln derselben 
befriedigt; nimmt man eine von den übrigen Wurzeln der 
Gleichung, X4, so muss diese mit zwei anderen der Wurzeln 
eine ähnliche Gruppe bilden ; in dieser Gruppe^können nicht 
mehr als drei Wurzeln sein, denn die Gleichung 

zeigt, dass man, nachdem man die durch bezeichnete Opera- 
tion drei Male ausgeführt hat, wiederum X4 erhalten hat; 
weniger als drei können es nicht sein, denn dann müsste 
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man z, B. X4 =» 6* (X4) haben, aber daraus würde x, = 6^ (x,) 
folgen, und dann würde die erste Gruppe auch nur zwei 
Wurzeln enthalten. Dieselbe Wurzel kann nicht in zwei 
Gruppen vorkommen, denn wenn die zweite Gruppe z. B. 
X4, X5 und X| enthielte, hätte man SQwohl 

(xj) i^ Xy als auch (x^) = x^, 

folglich 

welches unmöglich ist, da die gegebene Gleichung, weil 
irreductibel, keine gleichen Wurzeln haben kann. 

Man sieht also, dass die Wurzeln sich in Oruppen mit gleich 
vielen in jeder Oruppe vertheüen lassen. Wenn n eine Prim- 
zahl ist, müssen die Wurzeln deshalb alle eilte einzige Oruppe 
bilden; ist n eine zusammengesetzte Zahl, so muss diese durch 
die Anzahl der Wurzeln in jeder Gruppe theilbar sein. 

Hat man nun z. B. m Gruppen, jede von p Wurzeln, so 
muss n = mp sein. Die Gleichung kann in diesem Falle auf- 
gelöst werden mit Hülfe einer Gleichung vom j?'*"» Grade* 
deren Coefficienten durch eine Gleichung w''* Grades bestimmt 
werden. 

Nimmt man der Einfachheit wegen den oben betrachteten 
Fall, wo p =^ 3, kann man 

yi =»1 + X^ + X3 := Oä» (X3) + (X3) + X3 ...... (6) 

setzen. Indem X3 auf alle möglichen Arten aus den Wur- 
zeln der gegebenen Gleichung entnommen wird, erhält y 
3 m Werthe; von diesen stimmen indessen drei und drei 
überein, indem man z. B. hat 

Ö« (Xa) + Ö (xa) + Xjj == Xg + Xi + Xg. 
Ö^(Xi) + Ö(Xi) + Xi==Xa +X3 +Xi; 

y hat also nur m Werthe und wird deshalb durch eine 
Gleichung m*®° Grades mit rationalen Coefficienten bestimint- 
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Man kann diese mit Hül^e der Theorie der symmetrischen 
Functionen bilden oder dadurch, dass man x aus 

f (x) = und y = X + 9 (x) + 0« (x) (7) 

eliminirt. 

Diese Gleichung 

?(y)=0 .(8) 

vom na*®" Grade hat also die Wurzeln 



yi 
ya 


— Xi 

— x^ 


+ 
+ 


Xj, 
^6 


+ 
+ 




f 


ym 


— ^3in- 


-2 + 


9iil— 


-1 + 


^.Sm 



(9). 



Falls nun alle diese Wurzeln ungleich gross sind, kann 
man die allgemeine Form finden für einen Factor dritten 
Grades von f (x), 

x«-ypX« + y,(yp)x + Va(yp); 

setzt man hier für yp nach und nach yi, y2 • • • ym, so erhält 
man die m Factoren dritten Grades von f (x). Die gegebene 
Gleichung vom Grade 3 m ist dergestalt auf die beiden 
Gleichungen 

x8_yx8 + V,(y)x + *-a(y)=:0 \ .^^. 

Y(y)=o / 

reducirt, von denen die erste vom dritten, die zweite vom 
mten Q-rade {gt. Dieselbe Betrachtung kann angewendet 
werden, wenn man in jeder Gruppe statt der drei eine 
beliebige Anzahl von Wurzeln hat. 

Die Gleichung <p (y) = giebt zu besonderen Bemerkungen 

keinen Anlass; sie kann beliebig sein; die andere Gleichung 

ist dagegen wiederum eine Abelsche, da alle ihre Wurzeln 

eine Gruppe mit der oben angegebenen characteristischen 

Eigenschaft bilden; weiter unten wird bewiesen werden, dass 

sie immer algebraisch auflösbar ist. 

9 
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' 78. Es ist möglich, dass <p (y) — gleiche Wurzeln habe; 
in diesem Falle kann man ausgehen von der Function 

yi = (« - xi) («-X,) (a-x«) = (a-9« (X,)) (a-9 (x«)) (a-x,), (11) 

worin a immer so gewählt werden kann, dass zwei Werthe 
von y nicht gleich gross werden können; hätte man nämlich 
für alle Werthe von a z. B. y, =- y^ oder 

(a — xi) (a — Xj) (a — x») = (o — x J (a — x^) (o — x^), 

raüssten die drei Wurzeln der ersten Gruppe dieselben sein 
wie die drei Wurzeln der zweiten Gruppe, wodurch die 
gegebene Gleichung reductibel würde. 

Das Resultat dieser Untersuchung ist also folgendes: 
Wenn p von den Wurzeln einer irreductiUen Gleichung aus- 
gedrückt werden können durch Xi,b(Xi), b"^ (x^) , . . Öp-^ (Xi), 
wo 6 so beschaffen ist, dass ^^ (xj = x^, so muss die Gleichung 
vom Orade mp sein, und kann dann mit Hülfe einer 
Gleichung vom m'"» Grade auf eine Gleichung p"*^ Grades 
reducirt werden. 



Abelsehe Gleichungen, deren Wurzeln eine 

Gruppe bilden. 

79. Es bleibt noch übrig, die Gleichung vom n^®° Grade 

f(x) = (1) 

zu betrachten, deren Wurzeln ausgedrückt werden können 
durch 

x„ 0(x,), ÖMxi),...9"-^(x,), (2) 

wo Xj eine beliebige der Wurzeln ist und 

ö"(xi)-x, (3) 

Wird eine beliebige Wurzel der Gleichung 

^'» = 1 ' (4) 



1 
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durcli a bezeiclinet, so wird die Grösse 

^ (xi) =±[x^+a9 (X,) + a» 0» (x,) + . . . «"-' e°-i(Xi)J°, . . (5) 

worin a als bekannt betrachtet wird, nur einen Werth haben, 
und folglich rational ausgedrückt werden können durch die 
Coefficienten der gegebenen Q-leichung, die Coefficienten in 
6 und a. 

Nimmt man nämlich statt x, eine andere der Wurzeln, 
z. B. Xg = 6* (x,), so erhält man 

^r (X J = [0« (X,) + a 0» (xi) + a« Ö* (xj + . . . + «"»-i ö (x,)]°, 

WO die Grösse zwischen den Klammem aus der oben in 
Elammem eingeschlossenen Grösse durch Multiplication mit 
0^0—2 gebildet wird. Da nun a° = 1 , werden die beiden 
Grössen auf die n*® Potenz erhoben dasselbe Resultat geben. 

Da auf diese Weise gezeigt, dass 

V(x,) = V(x,)... = V(x), (6) 

kann man 

V(x,) = -i[V(x,) + V(x«) + ... V(x,)] (7) 

setzen und dergestalt die symmetrische Function V berechnen. 
Diese enthält a und bekommt deshalb einen Werth für 
jeden der n verschiedenen Werthe, welche a beigelegt werden 
können. 

Wird der a, entsprechende Werth von W mit o, bezeichnet, 
erhält man n Gleichungen von der Form 

x + arÖ« + ar^Öa(x) + ...ar'ö°~'«=:v^^ (8) 

Der a, =» 1 entsprechende Werth von y Or ist bekannt, 
da die Summe der Wurzeln bekannt ist; derselbe wird — A, 
wenn A der Coefficient von x**""^ ist. Addirt man nun die 
n Gleichungen und beachtet, dass 

9* 
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für alle Werthe von p, welche niclit theilbar sind durcli n, 
so erhält man, wenn «o "^ ^ genommen wird, 

n 

Multiplicirt man vor der Addition jede der Gleichungen 
mit a~", fallen bei der Addition alle Glieder auf der linken 

Seite fort, ausgenommen 6/"(x); man erhält deshalb irgend 
eine beliebige der Wurzeln bestimmt durch 

9™ (X) = —^ V X -r i V_JJT n-,iv n-l ^^^^ 

In diesem Ausdruck kann eine der Wurzelgrössen mit 
irgend einem beliebigen ihrer Werthe genommen werden, 
aber jede der übrigen muss mit einem bestimmten Werthe 
genommen werden, sobald der Werth der ersten festgesetzt 
ist. Es sei z. B. das in U| vorkommende a eine primitive 
Wurzel der Einheit; die übrigen Werthe von a können dann 
als Potenzen von dieser dargestellt werden, z. B. <Xp = aP; 
dann hat man 

l^lj^ = X + a 9 (x) + a» 9« (x) + . . . a«*-^ 9°"^ (x), ] 

/ • • (11) 
V/ Up = X + *P 9 (x) + a*P 9« (X) + . . . a(°-^>P 9»-^ (X). I 

Vertauscht man in diesen beiden Gleichungen x mit 
6™ (x), so wird die erste mit «— "*, die zweite mit a""P" multi- 
plicirt. Das Product 

^(x)=(>/i;r)""'*>/^ (12) 

wird deshalb multiplicirt mit 

a-*" (n-p) ^-mp _ ^-m« _ ^ 

dass heisst, es bleibt unverändert bei der Yertauschung von 
zweien der Werthe von x; ^(x) ist deshalb eine rationale 
Function, welche wie vorhin Y (x) berechnet werden kann ; 
bezeichnet man den Werth derselben mit a^, erhält man also 

',ir=^{\r;:r (13) 



'^i 
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Alle Wurzelgrössen in x können deshalb rational durcli 
eine derselben ausgedrückt werden; werden diese Ausdrücke 
in (9) eingesetzt, erbält man für x einen Ausdruck, der nur 

n Werthe hat, entsprechend den n Werthen von vo,. Im 
Resultate kommt a vor, welches, sich, wie später gezeigt 
werden wird, immer algebraisch ausdrücken lässt. Das Re- 
sultat der geführten Untersuchung ist deshalb, dass eine 
Gleichung n''"* Grades, deren Wurzeln x, d(x), d^(x).,.B^^^(x) 
sind, wo b'^(vo) = x, immer algebraisch auflösbar ist. Da diese 
Eigenschaft, wenn n eine PrimzcM ist, sich immer bei 
Gleichungen findet, bei denen eine Wurzel eine rationale Func- 
tion einer anderen Wurzd ist, können solche Gleichungen 
immer algebraisch aufgelöst werden, 

Falls die Coef&cienten in f xind Ö reell sind, wird a die 
einzige complexe Grösse in o,, und da die Werthe von a 
paarweise conjugirt sind, nämlich a^ und a^—\ muss dasselbe 
für die Werthe von o gelten; man erhält dann z. B. 

Ol = p (cos CD + i sin m) \ 
Ujj__j = p (cos CO — i sin o)) j ' ' ^ 

worin (12) 

P^=OlOn-l = «S-l (15) 

Da ao—i = yüj V ^-i nicht verändert wird, wenn man 
a mit a°""^ vertauscht, und keine anderen complexen Grössen 
als a enthält, muss diese Grösse reell sein. Man erhält nun 



y üj = v^ a ( cos ^ — + 1 sin ^ ^ — I, % . . . 



(16) 



worin a den numerischen Werth der Grösse an-i bedeutet; 
hieraus folgt wiederum 

V^^=^/?(co8Ji^2J±i?> +isi. J^-±-^),. (17) 

so dass die Wurzeln ausser von rationalen Grössen nur ab- 
hängen von einer Quadratwurzel, sin. und cos. von — der 

n 



— 134 ^ 

Kreisperipherie und — eines Winkels cd, dessen tg. eine 

rationale Function der genannten sin. und cos. ist. 

Da 6 reell ist, sieht man zugleich, dass tvenn eine der 
Wurzdn redl ist, äUe reeil sein müssen, so dass sie also 
entweder alle reell oder alle complex sind. 



Ueber den Fall, tvo der Grad der Gleichung 

keine Primzahl ist. 

80. Die für die Auflösung der Abelschen Gleichung, 
in der alle Wurzeln eine Gruppe bilden, dargelegte Methode 
kann in allen Fällen angewendet werden, aber wenn der 
Grad der Gleichung nicht durch eine Primzahl angegeben 
wird, kann maii die Auflösung vereinfachen. 

Es sei n == mp; man kann dann die Wurzeln in m Grup- 
pen von je p Wurzeln theilen, nämlich 



(x), 9"+i (X), 9*"+^ (x), . . . 9^«^^>°»+* (x) 



(1) 



9"-i (X), 9*"'-* (x), , . . 9P°-^ (x) 

Setzt man nun 

9°>(x)=9i(x), (2) 

werden die Wurzeln der ersten Beihe 

*, Oi(x), 9,Mx),...or'«, (3) 

wo 

9iP(x) = 9°*P(x)=x (4) 

Man kann nun zufolge 77 die Gleichung mit Hülfe einer 
Gleichung m**"* Grades auf eine Gleichung vom p*®" Grade 
reduciren. Die Gleichung vom p**'' Grade hat dieselbe 
Eigenschaft wie die gegebene'; dieses galt bei dem in 77 und 
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78 beliandelten Falle nicht von der Gleichung m*®° Grades, 
aber man kann beweisen, dass es hier, wo alle Wurzeln eine 
Gruppe bilden, gilt, so dass die beiden Gleichungen, auf 
welche die gegebene Gleichung zurückgeführt wird , die 
Eigenschaft derselben behalten. 

Die Gleichung vom m*®** Grade in y ist so beschaffen, 
dass eine ihrer Wurzeln eine symmetrische Function von 
den p Wurzeln der ersten Gruppe ist; die übrigen Wurzeln 
sind in derselben Weise abhängig von den Wurzeln in den 
übrigen Gruppen. 

Nun sei y, die Wurzel, welche aus 

X, 9"^(x), 0*°* (x) . . . Q^P-^^ •» (x) (5) 

gebildet wird und yj diejenige, welche gebildet wird aus 

(x), 0"^+^ (x), 0^"+^ (X) . . . 0(P-i> °»+^ (X) (6) 

Die Coefficienten der Gleichung, welche die Wurzeln (5) 
bestimmt, sind rationale Functionen von y,, und folglich 
können alle symmetrischen Functionen dieser Wurzeln ratio- 
nal durch yi ausgedrückt werden, j^ ist inzwischen einö 
symmetrische Function von 

9 (x), . 0°* (x), 9 . 9 *" (x) . . . 

und folglich auch von den Wurzeln (5). ya kann also ratio- 
nal durch yi ausgedrückt werden, so dass die Gleichung in» 
y dieselbe Eigenschaft hat wie die gegebene. 

Sind m und p zusammengesetzte Zahlen, kann man auf 
dieselbe Weise fortfahren; jede Äbelsche Gleichung, deren 
Wurzeln eine Qrwppe bilden, kann deshalb auf Abdsche 
Oleichungen redudrt werden, deren Qrade durch eine Brim- 
^oid angegeben werden. 
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Ueber. irreductible Gleichungen, in welchen zwei 
^Vurzeln verbunden sind durch die Relation 



• 



Xj Xg + ft Xj + b Xg -I- c = 0. (1) 

81. Von a, b und c wird angenommen, dass sie gegebene 
Grössen seien, und zwar rationale Functionen von solchen 
Grössen, von denen die Coefficienten der Gleichung wiederum 
rationale Functionen sind. Vertauscht man in der Gleichung 
X mit X + h, wo h bestimmt wird durch die Gleichung 

h« + (a + b) h + = 0, (2) 

werden zwei Wurzeln der neuen Gleichung verbunden durch 
die Relation 

Xi Xj, + (h + a) Xi + (h + b) Xa =0 (3) 

Vertauscht man wiederum x mit — , erhält man für zwei 

X • • 

Wurzeln der neuen Gleichung 

1 + (h + a) xj, + (h + b) Xi =0 (4) 

Wird endlich x mit x + h, vertauscht, wo 

(ah + b + a)hi + 1 = 0, (5) 

erhält man eine neue Gleichung, in der zwei Wurzeln ver- 
bunden sind durch die Relation 

Xi = aXj„ wo a = — ^^^ (6) 

Nun nehme man an, dass die gegebene Gleichung fort- 
fährt irreductibel zu bleiben, selbst wenn h, welches durch 
eine Gleichung zweiten Grades bestimmt wird, als eine be- 
kannte Grösse betrachtet wird, welche bei der Zerlegung in 
Factoren benutzt werden kann; in diesem Falle muss die 
zuletzt gebildete Gleichung auch irreductibel sein, denn wenn 
sie sich in mehrere andere zerlegen liesse, brauchte man nur 
in diese wiederum die ursprüngliche Unbekannte einzufuhren, 
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um dadurch die gegebene Grleichung zu zerlegen. Eine 
Gruppe von Wurzeln muss dann die Beziehungen 

Xj = a Xjj, Xg = a X3 . . . Xp = a Xi (7) 

haben, welche zeigen, dass a eine primitive Wurzel der 
Gleichung 

aP = 1 . (8) 

sein muss. Aus 

•=-^ <•) 



erhält man nun 



^=-^^' ao) 



dieses in (2) eingesetzt giebt 

a«(ab — c) + (a« + b» — 2c) a +.ab — c=0 (11) 

Die zweite Wurzel dieser Gleichung muss die zu a gehörige 
conjugirte sein, da das Product der Wurzeln 1 ist. Schreibt 
man diese Wurzeln nun 

COB u + i sin u 
und 

COB ü — i sin u, 

erhält man 



a« + b» — 2c (a — b)« ^ 

2 cos ü = ■ r = -^ r 2 

c — ab c — ab 



oder 



V . (a — b)« , a + b,.a — b, air „q. 

4 cos* -^ — ^ 

P 

wo \t> prim zu p ist, da a eine primitive Wurzel sein soll. 

Man sieht, dass eine Gruppe von p Wurzeln der trans- 
formirten Gleichung durch eine derselben ausgedrückt- werden 
kann; nennt man diese yi, so werden alle p durch die 
Gleichung 

xP-yiP=0 
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bestimmt, und wenn es m solcher Gruppen giebt, mnss man 
die Gleichung darstellen können unter der Form 

(x'-yi,') (x'^-y. >»)... (x'^-y«')-© (13) 

yi'> 72^» • • • ym"* können also als Wurzeln einer beliebigen 
Gleichung m*^ Grades betrachtet werden; ist diese 

ny)=0, (14) 

wird die Gleichung in x 

f(xP) = (15) 

sein, und die gegebene Gleichung muss dann so beschaffen 
sein, dass sie durch die angegebenen einfiachen Transforma- 
tionen auf diese Form gebracht werden kann. Man sieht leicht, 
dass p als Primzahl angenommen werden kann, Qhne dass die 
Auflösung weniger allgemein wird. 

82. Bei Gleichungen mit der hier angegebenen allgemeinen 
Form, wird die zwischen den Wurzeln bestehende Relation (1) 
a enthalten; soll die Delation nur rationale, gegebene Grössen 
enthalten, muss 

008*-^-— 
P 

rational sein, dass heisst, es muss die Primzahl p gleich 2 
oder 3 sein. 

Für p «=» 2 ist der Ausdruck für c unbrauchbar ; man hat 
indessen in diesem Falle ^ 

also 

a = b, 

wodurch die Kelation 

Xi X, + a(Xi + X,) -1- = (16) 

wird. Setzt man 

y = XjL -|- Xg, 
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findet man die Gleichung in y durch Elimination von x aus 
der gegebenen Gleichung und 

x" — yx — ay — c = 0. 

Dass die Gleichung zu dieser Klasse gehört zeigt sich 
dadurch, dass sie unverändert bleibt, wenn man an Stelle von x 

ax + c 



X + a 
setzt. 

Umgekehrt findet man alle Gleichungen dieser Klasse vom 
Gh^de 2n, wenn man in der allgemeinen Gleichung in y vom 
n*«" Grade 

y = ^-^ (17) 

setzt. 

Für p =» 3 hat man 

c = ab + (a — b)«, (18) 

also die Belation 

XjXg + axi +bxa + ab + (a — b)«=0 . (19) 

Diese Gleichungen müssen also unverändert bleiben wenn 
man für x 

__ ax + a^-ab + b> ^^^ 

einsetzt; sie werden auf Gleichungen von der Form 

x'» = y 

reducirt, wo 

-'- ^ ^ 1 ,_h . 2h + (a + b) * 



X — h^2h + a + b' ' (2h + a + b)x— 1 

und 

=: — a + (a — b) a 



(SB) 
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Man kann die Coef&cienten der Gleichung dritten Grrades 
leicht durch einen derselben ausdrücken; setzt man 

so erhält man aus 

XjXg +axi + bxg +a» — ab +b«=0, 
XgXg +axa +bx8 +a« — ab + b«=0, 
XgXi + axg + bxj + a«--ab + bÄ=0 

durch Addition 

aj — (a + b)y-l-3(a«— ab + b»)=0, 

und durch Addition, nachdem die Grleichungen beziehungs- 
weise mit Xj, X, und Xj multiplicirt worden sind 

-Sag + (a + b)aj, — y(a» — ab +b«)=0; 

dadurch wird die Gleichung 

x» + yx«+[(a + b)y — 3(a« — ab+bJ»)]x + aby — (a»+b»)=0. (?3) 

Durch Elimination von y aus dieser Gleichung und 

F(y) = 0, (24) 

wo F (y) = eine beliebige irreductible Gleichung ist, bildet 
man eine Gleichung von der hier untersuchten Art. 

Beisp. 

x» + X«— 2x — 1=0. 

Diese Gleichung bleibt unverändert, wenn man x mit 

5— ; vertauscht: man hat deshalb 

1 + x 

Xj Xj +Xi + 1 = 0, 

also* 

a=l; b = 0; h = «; h, = - ^-^-^^ = — g— . 

Die reducirte Gleichung wird 



* "■ 126 
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83. Es wurde oben vorausgesetzt, dass die gegebene 
Gleichung irreductibel bleibt, wenn die in h vorkommende 
Quadratwurzel als bekannt eingeführt wird; wird diese Qua- 
dratwurzel k genannt, so ist es indessen möglich, dass die 
gegebene Gleichung in zwei Gleichungen 

A +kB=0 

und 

A — kB = 

zerlegt werden kann; indessen ist es einleuchtend, dass auch 
in' diesem Falle die Relation (1) Xj als eine Wurzel in 
einer dieser Gleichungen bestimmt, wenn x, als eine andere 
der Wurzeln genommen wird. 

Die transformirte Gleichung lässt sich nun auch in zwei 
andere zerlegen, aber von diesen gilt, dass jede Wurzel Xk 
durch eine andere Wurzel Xj bestimmt wird durch die 
Relation 

Man gelangt dann zu derselben Bestimmung von a wie 
in dem allgemeinen Falle, so dass sich folgender allgemeine 
Satz aufstellen lässt: 

■ 

Sind zwei Wurzeln einer irreductiblen Gleichung n*®° 
Grades durch die Relation (1) verbunden, so lässt sich die 
Gleichung auf eine Gleichung zweiten Grades mit Hülfe 

einer Gleichung vom Orade -^ redtiriren falls a =^h; im ent- 

gegengeseteten FaMe lässt sie sich auf eine Gleichung dritten 

Grades mit Hülfe einer Gleichung vom Grade -^ redudren» 

In letzterem Falle miiss c = a^ -— a6 +■ 6^ sein. 

m 

84. Wenn zwei Wurzeln einer irreductiblen Gleichung 
bei der Entwicklung in gemeine Kettenbrüche mit dem- 
selben vollständigen Quotienten abschliessen, muss die 
Gleichung zu der hier untersuchten Klasse gehören. Wird 
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der gemeinschaftliche Yollständige Quotient q genannt, erhält 
man nämlich 

''^=4tt^:''«=ttt1' <*) 

e + «"i q ? + gl q 

indem — und — ^ die beiden letzten Näherungswerthe von 
e e| 

f f . . 

X,, — und — ^ die beiden letzten Näherungswerthe von ^^ 

o o 1 

sind, welche man erhält, wenn man die verschiedenen Theile 
der Kettenbrüche benutzt. Wird q eliminirt, erhält man 

(egi-gei)x,x,+(eif-efi)xi+(dig-dgi)xjj + dfi-dif=0. (26) 

Man hat nun identisch 

(eif— efi)(dig — dgi) + (doi — edj) (fgi — gf^) 

= (egi-gei)(dfi-fd,), (27) 

wo wie bekannt 

fgi — gfi = ±l ^ 
Für p = 2, (a = b) und wenn man 

egi — gei = ^i e^f— efi = dig — dgi = a 
setzt, giebt (27) 

dfi — dif = =— , 

WO X ein Factor von a* + 1 sein muss; die allgemeine Form 
für eine Gleichung mit den Wurzeln Xi und Xj ist dann 

x»-yx-^-J^!±± = o, (29) 

worin a eine willkürliche ganze Zahl bedeutet, X einen Factor 
von a^ + 1 und y eine Wurzel einer beliebigen Gleichung. 

Für p = 3 erhält man aus (27), wenn 

ej f — efi = a; d^ g — dgi=b und df^ — djf=c 

gesetzt wird 

ab±l = Xc, 
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während man zugleich hat ((18)) 

Xc = a« — ab + b»; 

hieraus folgt 

(b-a)« = ±l, 

so dass man das obere Vorzeichen gebrauchen muss; man 
hat dann 

b = a±l, 

^ _ a« j: a -fl 



Die allgemeine Form für eine Gleichung dritten (xrades 
mit den Wurzeln Xj und Xj ^^^ dann 



X» + yx» + aax + a»=0, 
worin 

_ 2a±l 3 (a« + a + 1) 

_ a«±a (2a j:l)(a« + a + 1) 



/ % • • • • 



. . (30) 



a ist eine willkürliche ganze Zahl und X ein Factor von 
a« + a + 1. 



Algebraische Auflösung der binomischen 

# 

Gleichung. 

85. Es ist gezeigt worden, dass die Auflösung binomischer 
Gleichungen auf die Auflösung von Gleichungen von der 
Form 

xP-l=0, (1) 

wo p eine Primzahl ist, reducirt wird; die Wurzeln dieser 
Gleichung wurden unter trigonometrischer Form darge- 
stellt; nun soll, gezeigt werden, wie dieselben immer unter 
algebraischer Form dargestellt werden können. Da zwei 
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Wurzeln der Gleichung (1) zur Summe 2 cos haben, 

wird die Kreisperipherie mittelst Zirkel und Lineal in p 
gleich grosse Theile getheilt werden können, sobald ^1) durch 
Ausziehen von Quadratwurzeln aufgelöst werden kann. Divi- 
dirt man durch x — 1, erhält man die irreductible Gleichung 

xP-i 4- xP-*-^ + . . . X« -f X + 1=0, . .• (2) 

deren Wurzeln, wenn eine derselben mit a bezeichnet wird, 
dargestellt werden können durch 



.r ^r2 ^rP-2 



a, a , (X , . . . (X , ^3) 

WO r eine primitive Wurzel der Congruenz 

xP-^ — 1 ^ (mod. p) (4) 

ist, das heisst eine solche Zahl, dass *p nicht in 

aufgeht für irgend welchen niedrigeren Werth von k als 
p — 1. Wie leicht ersichtlich bringt dies mit sich, dass alle 
Grössen in der Reihe (3) verschieden werden. 

Nun sei ß eine beliebige Wurzel (1* ausgenommen) der 
Gleichung 

xP-i — 1 = 0; (5) 

es soll dann mit Rücksicht auf das Folgende das Product der 
beiden Grössen 

Vi = a + ß a' + ß« a'^ + . . . + ßP-^ a''*"^ 

und ^ ^ • • • • (6) 

Vj = a + ß-i a'- + ß-2 a'^ + . . . + ß-(P-2) a'^"^ 

gebildet werden. 

Vereinigt man die Glieder des Productes, welche ß"* ent- 
halten, erhält man 
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Bezeiclinet man a'^+^j welches eine der Wurzeln der 
gegebenen Gleichung ist, mit aj, wird die Gfrösse in der 
Klammer 

«1 + «1 + «1 + . . . + «1 

Für den Fall, dass a| nicht 1 ist, hat man hier die Summe 
der Wurzeln von (2); diese Summe ist — 1; ist dagegen 
«1=1, wird die Summe p — 1; dieser Fall tritt ein, wenn 

r" + 1 = (mod. p), 

woraus 

Das gesuchte Product wird auf die Weise 

( p-A p-i 

-Vl + ß + ß" + ... + ß^-*-ß * / + (P-I)ß* , 

oder, da 

i + ß + ß« + ... + ßP-*=o, 

p — 1 
V,V, = pß» =±p, .(7) 

p— 1 p— 1 

da entweder ß « = + 1 oder ß « = — 1. 

In dem ersteren Falle kann man in den beiden Fac- 
toren Vi und V2' die Glieder zusammenziehen, welche um 

-^-^ — Stellen von einander entfernt sind; zwei solcher 

Glieder sind 



ß^a'" 


undß'^ + 'T a'^"*" 2 =ß'*a ^, 


indem 


D 1 




r * = — 1 (mod. p), 


da p anseht in 






G« -l)(r» +1) 


und nicht au%eht 


in dem ersten Factor. 



10 
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Die Summe 8 zweier solcher Q-lieder wird deshalb 





S = p-(a'' + «-'") 


oder, wenn z. B. 






2ir . . . 2« 
a = cos 1- 1 Bin 

P P 


und wenn man 






2ii 

— a 



p 

setzt, 

S = 2ß''cosr"a. 

Die Formel wird dann, wenn man eine Wurzel der 
Gleichung 

X « -1 = (8) 

mit Tf bezeiclmet und p = 2 ji 4- 1 setzt, 

4ViVjj = p (9) 

wo 

Vi = cos a + Y cos r a + . . . y**^^ cos r*'^^ a, 
Vg = cos a + y""^ cos r a + . . . -f^^^^^ cos r**^^ a. 

86. Da die hier zu untersuchende Gleichung, wenn man 

x' = (x) 

setzt, die Wurzeln 

x,9(x), 0»(x)...ö'^'(x) 

hat, wo 6p—^ (x) =« X, gehört sie zu der in 79 untersuchten 
Erlasse, so dass die Wurzeln derselben durch Summen von 
Gliedern von der Form 

ausgedrückt werden können, wo o eine rationale Function 
von den Coefficienten der Gleichung und Yon ß ist. a kann 
deshalb durch Wurzelgrössen ausgedriiokt werden, sobald dies 
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» 

mit ß der Fall ist; da die Bestimmung von ß wiederum 
abhängig ist von bmomisclien Gleichungen, deren Grade durch 
Primzahlen kleiner als p bestimmt werden, muss man bei 
fortgesetzter Keduction endlich zu Gleichungen gelangen, 
deren Wurzeln bekannt sind und sich durch Wurzelgrösseai 
ausdrücken lassen. 

Von den Gliedern in a sind je zwei conjugirt, nämlich 

V^ und y^ü, 



u. s. w. Diöse beiden sind eben die Grössen Vi und V2, 
deren Product gleich +p gefunden wurde. Ihr Modulus 

muss deshalb V^ sein. Die Argumente erhält man, indem 
man Winkel, welche construirt werden können, durch Prim- 
factoren von p — 1 dividirt. Ist die Primzahl 

P = 2^ + l, (10) 

so enthält p — 1 keine anderen Primfactoren als 2. -ES? 
bedarf also in diesem FaUe, um mittelst Zirkel und Lineal 
eine Kreisperipherie in p gleich grosse Theüe zu theüen, 
keiner anderen Constructionen, als der Construction rationaler 
Ausdrücke, der Halbirung von Winkeln und endlich der Con- 

struction einer Quadrattvurgd V^. 

87. Anstatt die gegebene Gleichung so zu behandeln wie 
es hier geschehen ist, kann man ihre Eigenschaften als reci- 
proke Gleichung benutzen um sie auf eine andere vom Grade 
|x zu reduciren. Diese behält den Character einer Abelschen 
Gleichung, da ihre Wurzeln die Summen von je zwei con- 
jugirten Werthen von a werden; diese sind deshalb 

2 coB a, 2 CO« r a, 2 cos r' a . . . 2 cos r^ a, (11) 

aber wie bekannt kann cos ra rational durch cos a aus- 
gedrückt werden. Bildet man fiir diese Gleichung das Product 

gelangt man zu dem oben ((9)) bestimmten Product, dessen 

Werth gleich p gefunden wurde. 

10* 
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Gauss hat zuerst die hier behandelte Aufgabe gelöst; er 
zeigte, dass die Kreisperipherie in p = 2^ -f- 1 gleich grosse 
Theile getheilt werden könne, wenn diese Zahl eine Prim- 
zahl ist, und dass die Theilung ausgeführt werden könne 

durch Halbirung von "Winkeln und Construction von V^- 
Abel hat dann später die Methode von Gtiuss verallgemeinert. 



Theilung der Kreisperipherie in 17 gleich grosse 

Theüe. 

88. Die Theilung der Kreisperipherie in 17 gleiche 
Theile ist abhängig von der Gleichung 

xi7-l=0. (1) 

Dividirt man durch x — 1 und reducirt die erhaltene 
reciproke Gleichung, gelangt man zu der Gleichung 

x» +x7— 7x«— 6x» + 15x* — 10x8 — 10xa—4x + 1 = 0. . (2) 
Die Wurzeln dieser Gleichung sind 



x = 2co8-?^ (3) 



für k = 1, 2 ... 8. 



Da die Gleichung (2) vom Grade 2^ ist, kann sie nach 
der in 80 entwickelten Methode mit Hülfe von 3 Gleichungen 
zweiten Grades au%elöst werden; indessen soll es vorgezogen 
werden, die ursprüngliche Gleichung vom 16ten Grade zu 
benutzen. 

Die kleinste primitive Wurzel von x* • ^ 1 (mod. 17) ist 3; 
man setze deshalb r = 3 und erhält dadurch die Wurzeln 

a— 1, a~«, a— », a" lo, a— i», a— », a— i* a" i^. 
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Nun setze man 

y, = a» + a^o + a» + o^i + «-« + o-io + OT"» + a-^i j 

Damn liat man y, + 72 = — 1- Das Product ji y^ 
mnss rational sein, denn vertauscht man a mit einer belie- 
bigen anderen Wurzel, so bleibt es unverändert; vertauscht 
man nämlich a mit einer Wurzel derselben Gruppe, wird 
weder yj noch j^ verändert, und vertauscht man a mit einer 
Wurzel der anderen Gruppe; werden nur yi und yj ver- 
tauscht. Da nun das Product von zwei Wurzeln selber eine 
Wurzel ist, wird yi y2 ©ine Summe von 64 Wurzeln; unter 
diesen kann 1 nicht vorkommen, da zwei conjugirte Wurzeln 
stets in derselben Gruppe stehen. Da das Product eine sym- 
metrische Function der 16 Wurzeln ist, muss jede derselben 
vier Male vorkommen. Da nun die Summe der Wurzeln 
— 1 ist, wird 

so dass y, und y^ Wurzeln der Gleichung 

y« + y-.4 = 0. ; (5) 

sind. 



Nun setze man 



a + a^' + a""^ + a" i» = z^ ; a» + a» + a— » + a^» = Zg 1 

«o 4. «16 ^ a— 9 ^ a— iBzzrZg; a^» + a^* + a— 10 + a— i» = z^/' 



(«) 



also 

Zi +Za = yi; Z8 + Z4 = ya (7) 

Die Gleichimg, deren Wurzeln die 8 in y, vorkommenden 
Wurzeln sind, wird vom 8ten Grade; der eine Coefficient 
derselben ist — y,, und die übrigen können dann rational 
durch diesen ausgedrückt werden. Das Product ^.^z^ muss 
deshalb rational durch y, ausgedrückt werden können, da es 
nicht durch Vertauschung der in yi vorkommenden Wurzeln 
verändert wird. Das Product erhält 16 Glieder, welche alle 
Wurzeln sind; unter diesen ist a*<^, welche zu ya, und a®. 
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welche zu y^ gehört. Die übrigen Glieder von yi und y^ 
müssen sich deshalb auch unter den 16 Gliedern finden, so 
dass man erhält 

ziz« = yi + y9 = — ii 

und auf dieselbe Weise, oder indem man a^ statt a setzt, 

z» Z4 = — 1- 

Diese Grössen sind deshalb Wurzeln der Gleichungen 

z* — y^z — 1 = und z* — ygZ — 1 = (8) 

Endlich setze man 

ai» +a-i»=:t„ 

also 

Da ti ta rational durch Zj und yi muss ausgedrückt 
werden können, muss dasselbe auch mit Z3 der Fall sein; m 
Wirklichkeit erhält man auch 

Zi»=Z8 +2z8 + 4 oder 2z8 = Zi« + Zi — yi— 4; 

ti und ta werden also durch die Gleichung 

t« — zit + Z8 = (9) 

bestimmt. 

6 andere Ausdrücke, analog denen für ti und ta, werden 
auf ähnliche Weise bestimmt; diese 8 Werthe sind eben die 
Wurzeln der Gleichung 8ten Grades, auf welche die gegebene 
Gleichung als reciproke Gleichung reducirt werden kann. 
Diese Werthe sind 

2co8a; 2coB2a... 2cos8a, 

wo 

27r 

a = 



17* 
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Da nun far den BAdius 1 die Seite des 34eGk0 

2 sin -sj- = 2 cos ^r=- = 2 cos 4a, 

findet sicli dieselbe unter diesen Wurzeln; man construirt 
dieselbe leicht mittelst Zirkel und Lineal mit Hülfe der drei 
Gleichungen zweiten Gh*ades, indem man zuerst y und z con- 
struirt. Dadurch theilt man die Peripherie in 34 gleiche 
Theile, und durch Ueberschlagen jedes anderen Theilpunktes 
in 17 gleiche Theile. 



Reduetion der Gleichung x^«wl. 

89. Die Methode mag noch auf den Fall angewendet 
werden, wo p = 13 ; hier hat man r — 2 und nach Division 
durch X — 1 die Wurzeln 

Aus 

yg = a« + a» + a« + a-« + a-» + a-» 
folgt 

yi + 72=— 1; yiy9 = — 3, 

so dass man erhält 

y» + y — 3 = 0. 

Mau stetze nun 

Zi=:a + a-i; Z2 = a* + a-*; z, = a8 + a""» 

also 

Zi H-z» + Z8=«yi» 

Zi Zg + Zi Zg + Zg Zj Ä — 1. 

ziZ2Z8=*+ya='— yi- 
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2kit 
Die 6 Werthe von cos -=^ werden aUo bestimmt durcli 

die Gleichungen 

y« + y — 8 = 0, 

«• — yz» — E + y — 1 = 0. 



xP — 1 
Ueber eine Eigenschaft der Function — —r- 

-wenn p eine Primzethl ist. 



90. Die Gleichung 



x^ — l 



wo p eine Primzahl ist, hat die Wurzeln 



Olj (X , (X • • • Ol . 



Setzt man nun wie oben 



yij = a + a + a' . . . a"^ | 



(2) 



so hat man 

yi + y« = — 1 ; 

p kann nun von der Form 4 n + 1 oder von der Form 
4 n 4- 3 sein. 



l)p = 4n + l. 

Die conjugirten Wurzeln' finden sich in derselben Gruppe, 
so dass 71 72 das Glied 1 nicht enthält. Die Anzahl der 
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Glieder in y j yj beträgt 4 n* ; unter diesen muss jede Wutzel 
n Male vorkonunen, so dass man erhält 

woraus 

y = ^l±VI_.. (8) 

Die Gleichung, welche die in y, vorkommenden Wur- 
zeln hat, muss Coefficienten von der Form a + byi haben, 
wo a und b ganze Zahlen sind. Bildet man nämlich die 
Summe der Producte von q der Wurzeln, um die Coeffi- 
cienten der Gleichimg zu berechnen, so erhält man eine 
Summe, wo jedes Glied wiederum eine der Wurzeln ist; die 
Wurzeln können theils 1 sein, theils Glieder von yj, theils 
Glieder von yj, aber wenn ein Glied von y^ im Producte 
vorkommt, müssen sie dort alle sein. Die Summe erhält 
deshalb die Form a y i -f- b yj + c, oder (a — b) y i + c — b, 
wo a, b und c ganze Zahlen sind und wo man haben muss 

2n(a4-b) + c = C (2n), 

indem beide Zahlen die Anzahl der Glieder in dem be- 
rechneten Coefficienten angeben. Vertauscht man a mit a', 
also Yi mit ya, erhält man die Gleichung, deren Wurzeln 
die Glieder von yj sind. Werden die Werthe von j^ und 
Y2 eingesetzt, unterscheiden sich die beiden Gleichungen nur 

dadurch von einander, dass '^~p in ihnen mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen vorkommt; andere Nenner als 2 sind 
nicht vorhanden; deshalb kann man die Gleichungen 

1+^ = und ^-{^^=0 

'schreiben, wo Y und Z ganze rationale Coefficienten haben; 
dann hat man identisch 

4X = Y« — pZ«. 
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Y ist vom Grade -^—^ — , Z vom Gbade ^-x — ; da die 

beiden Gleichangen, welche gebildet werden, reciproke 
Gleichungen sind, sieht man femer leicht, dass die Coefii- 
cienten von Y und Z eine symmetrische Reihe wie in reci- 
proken Gleichungen bilden. 



2) p — 4n + 3. 

Die in y, vorkommenden Wurzeln sind die reciproken 
Werthe von den in y^ vorkommenden; unter den (2n+ 1)* 
Gliedern von yi y^ findet 1 sich deshalb 2n -f- 1 Male; jede 
der übrigen Wurzehi muss dann n Male vorkommen; man 
erhält deshalb 

y" + y + n + l = o, 



Yerfkhrt man wie oben, erhält man also 

4X = Y«+pZ«. 

Die beiden Gleichungen sind in diesem wie in dem vor- 
hergehenden Falle nur von einander verschieden durch das 

Yorzeichen von V^p ; sie sind nicht wie vorhin reciprok, 

sondern die eine wird aus der anderen gebildet, wenn x mit — 

vertauscht und die Brüche fortgeschafft; werden; mit Hülfe 
hiervon ergiebt sich leicht, dass die Coefficienten von Z die- 
selbe Eigenschaft wie oben haben, während die gleich grossen 
Cofficienten von Y entgegengesetzte Yorzeichen haben. 

Die obenstehende Entwicklung gilt nicht für p = 3 ; für 
diesen Fall hat man 

4(x« + x + l) = Y» + 8Z«, 

wo 

Y = 2x + 1; Z = l 
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oder 

oder 

Y = x- 1; Z = x+ 1. 

Die hier bewiesenen Sätze über die Form des Poly- 
noms X lassen sich mit Yortheil bei der Theorie der ganzen 
Zahlen benutzen. 






Siebentes Kapitel. 

Gleichungen, weiche durch Quadratwurzeln aufgelöst 

werden können. 



Form der ^Vurzeln. 

91. Xi piöge eine Wurzel einer gewissen irreductiblen 
Gleichung sein und durch rationale Grössen und durch Qua- 
dratwurzeln ausgedrückt 'werden können; wenn gesagt wird, 
dass ein solcher Ausdruck n Quadratwurzeln enthält, so sind n 
verschiedene gemeint; ein Ausdruck, der nur Quadratwurzeln 
aus rationalen Grössen enthält, soll ein Atisdruck erster 
Ordnung heissen; kommen solche Grössen wieder unter dem 
Quadratwurzelzeichen vor, so ist der Ausdruck von der 
zweiten Ordnung u. s. w. 

Falls unter den in Xj vorkommenden Wurzelgrössen eine 
Gleichung mit rationalen Coefficienten existirt, welche mit 
Rücksicht auf die Wurzelgrössen vom ersten Grade ist, so 
wird diese benutzt, um eine derselben durch die übrigen aus- 
zudrücken und auf die Weise aus dem Ausdruck für Xj fort- 
zuschaffen. Wenn Xi auf solche Weise durch eine möglichst 
geringe Anzahl von Wurzelgrössen ausgedrückt ist, werden 
die irrationalen Nenner fortgeschafft; dadurch wird keine 
neue Wurzelgrösse eingeführt, sobald man die Ausführung 



_ • . ^ * ~ 
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der Multiplication in solchen Fällen unterlässt, wo kein 
Wurzelzeichen dadurch fortgebracht wird* In Xj kommen 
nun die Wurzelgrössen, welche nicht wiederum unter einem 
Wurzelzeichen stehen, nur in der ersten Potenz vor, da das 
Wurzelzeichen fortfällt, wenn die Wurzelgrösse in einer Po- 
tenz mit geradem Exponenten vorkommt. Hieraus folgt 
zugleich, das8 jede rationale Function der in x^ vorkommenden 
Wurzelgrössen mit Beziehung auf diese als ganze rationale 
Function vom ersten Orade ausgedrüekt tuerden kann. 

Vertauscht man die Vorzeichen der in Xi vorkommenden 
Wurzelgrössen auf alle möglichen Arten, so bildet man neue 
Werthe, welche durch Xj, Xj . . . x» bezeichnet werden mögen. 

Wenn p Wurzelgrössen vorhanden sind, erhält x 2p Werthe, 
aber diese sind nicht immer alle verschieden. So wird z. B. 

Va + i/F + Va — "v/T^ 

nicht verändert werden, wenn \/V das Vorzeichen wechselt. 

Ist Xi eine Wurzel der irreductiUen Gleichung 

f{y)=o, (1) 

so sind x^, x^..,x^ es auch. 

Man denke sich nämlich X| in f (x) eingesetzt, wodurch 
man einen Ausdruck vom ersten Grade mit Beziehung auf 
die in Xj vorkommenden Wurzelgrössen erhält. Da nun 
keine solche Belation zwischen diesen existirt, muss jede 
von ihnen den Coefficienten Null erhalten. Die dadurch 
erhaltenen Gleichungen, welche die Bedingungen dafür aus- 
drücken, dass Xj Wurzel ist, können wiederum Wurzel- 
grössen enthalten; jede derselben lässt sich dann in mehrere 
andere zerlegen und so &hrt man fort, bis man zu einem 
System von Bedingungsgleichungen gelangt , welche nur 
rationale Grössen enthalten, nämlich theils solche, welche 
in f (x) vorkommen, und theils solche, welche durch Quadri- 
rung von Wurzelgrössen in x, entstanden sind; Welcher 
Art diese Bedingungsgleichungen auch sein mögen, sie werden 
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unabhängig sein von den Vorzeichen der einzelnen Wurzdl- 
grössen und müssen also befriedigt werden durch alle Combi- 
nationen dieser Vorzeichen, sobald ihnen durch eine Combi- 
nation Genüge geleistet wird. Wird also der Gleichung 
durch X] Genüge geleistet, so geschieht dies auch durch 

Nun kann man 

Xi=:A + B/C" 

setzen, wo \AC^ eine von den Wurzelgrössen ist, welche nicht 

wiederum unter einem Wurzelzeichen vorkommt. yC kommt 
dann nicht in A und B, welche die übrigen Wurzelgrössen 
enthalten, vor. Setzt man nun 



wird das Product 



(x — Xi)(x — Xg) 



V~G nicht enthalten. Durch Vertauschung der Vorzeichen 
der in A imd B vorkommenden Wurzelgrössen bildet man 
die analogen Producte für die übrigen Wurzeln und erhält 
dadurch das Prodnct 

(x— Xi)(x — Xa)...(x — x^) 

ausgedrückt als ein Product von 2p~^ Factoren zweiten Gra- 
des, welche alle aus einem derselben durch Vertauschung der 
Vorzeichen der Wurzelgrössen gebildet werden. Zwei von 
diesen Factoren können unter der Form 

X« + (Ai + Bi ync;) X + A, + Ba/c; 

und 

X» + (Aj-Bi v^)x + Aa -Bg /ü; 

dargestellt werden, so dass man, wenn man das Product der^ 
selben bildet, einen Factor 4ten Grades erhält, dessen erstes 

Glied X* ist, und der die Wurzelgrösse V^i »i^ht enthält; 
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aus diesem werden dann die analogen Factoren 4ten Grades 
gebildet. Fährt man auf diese Weise fort, so gelangt man 
zuletzt zu einer Gleichung vom Grade 2p mit rationalen 
Coefficienten und mit den Wurzeln Xj, Xa . . . x^.. Falls 

diese Gleichung irreductibel ist, muss sie die gegebene sein, 
aber es ist möglich, dass mehrere der Werthe von x unter 
einander gleich gross werden, so dass die gebildete Gleichung 
reductibel ist. In diesem Falle muss sie alle Wurzeln von 
f (x) = gleich oft enthalten, denn im entgegengesetzten Falle 
könnte man durch Division mit einer gewissen Potenz von 
f (x) eine Gleichung bilden, welche einige der Wurzeln von 
f (x) = enthielte, aber nicht alle. Der Grad der gegebenen 
Gleichung muss deshalb ein Divisor von 2p sein. Folglich: 
Eine irredudiUe Gleichung y wdche durch Qttadratwmzeln 
aufgelöst werden kann, muss von einem Grade sein, der eine 
Potenz von 2 ist, und die Wurzeln sind nur verschieden durch 
die Vorzeichen der sie zusammensetzenden Wurzelgrössen, 

92. Eine Wurzel einer irreductiblen Gleichung vom Grade 
2^, wdche durch Quadratwurzeln aufgelöst werden kann, 
kann durch p Wurzdgrössen ausgedrüdkt werden. 

In die Gleichung 

f« = (1) 

k 
setze man — statt x ein, schaffe die Brüche fort und suche 

X 

auf gewöhnliche Weise die gemeinschaftlichen Wurzeln der 
beiden Gleichungeu. Der Rest vom ersten Grade, zu welchem 
man bei der Division gelangt, sei 

Mx + N, (2) 

Während der zuletzt gebrauchte Divisor 

Ax« + Bx + 

sein möge, wo M, N, A, B und C ganze rationale Functionen 
von k und bekannten Grössen bedeuten. Sind nun Xj und 
Z) zwei Wurzeln der Gleichung (1), und setzt man k ««= Xj Xj, 
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80 müssen X| und x^ gemeinscliafiiliche Wurzeln der beiden 
Gleichungen sein, so dass 

^ _ B _ C _. 

^1 + *« — — "^5 ^1 *2 — "J" — ^• 

Die allgemeine Form für einen Factor zweiten Grades, aus- 
gedrückt durch das Product von zwei Wurzeln, ist dann 

X« + 9 (k) X + k, 
wo 9 eine rationale Function ist. 

Die beiden Wurzeln werden also, wenn k bekannt ist, 
durch eine Gleichung zweiten Grades gefunden und werden 
deshalb durch eine Wurzelgrösse mehr ausgedrückt, als in 
k vorkommt. 

Da die Grösse k ein Product von zweien der Wurzeln 
ist, wird sie bestimmt durch eine Gleichung vom Grade 

Da nun k durch Quadratwurzeln ausgedrückt werden 
kann, muss die Gleichung in k sich in Gleichungen zerlegen 
lassen, deren Grade Potenzen von 2 sind; diese können nicht 
alle vom Grade 2^ oder von einem höheren Grade sein, denn 
eine Summe von solchen Potenzen von 2 ist theilbar durch 
2p, während der Grad der Gleichung in k nicht theilbar ist 
durch 2p. Der Grad von wenigstens einer der Gleichungen 
kann deshalb nicht über 2p~"^ hinausgehen. Die Gleichung 
vom Grade 2p kann deshalb durch p Wurzelgrössen aufgelöst 
werden, sobald eine Gleichung vom Grade 2p~^ durch p — 1 
Wurzelgrössen aufgelösst werden kann. Da nun die Gleichung 
zweiten* Grades durch eine Wurzelgrösse au%elöst werden 
kann, ist der Satz bewiesen. Indessen giebt es einen Fall, 
welcher genauer untersucht werden muss, nämlich den, wo 

der gemeinschaftliche Factor von f(x) und f ( — ) von höherem 

als dem zweiten Grade wird. Das kann nur eintreten, wenn 
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S = 



durch andere "Werthe von p und q als 1 und 2 befriedigt 
wird; dann hätte man 

oder, wenn man x + h statt x setzt, 

XpXq + h(Xp + Xq) + h«=xi Xa + h(Xi + x,) + h«; 

dies kann nicht für alle Werthe von h gelten, es sei denn 
dass die gegebene Gleichung gleiche Wurzeln habe, was, weil 
sie irreductibel, nicht der Fall sein kann. In dem Falle, 
wo der geführte Beweis ungültig wird, kann man deshalb 
immer die Gleichung so transformiren, dass der Beweis seine 
Gültigkeit behält. Da diese Transformation die Anzahl der 
in X vorkommenden Wurzelgrössen aber nicht verändert, gilt 
der Satz immer. 

• 

93. Werden nun wie oben die Factoren 

X ' Xi « X —^ fii . . • X ■""" X 

paarweise zusammengezogen, die neuen Factoren zweiten 
Grades wiederum paarweise u. s. w., so wird jedesmal eine 

Wurzelgrösse fortgeschafft; wenn nur eine Wurzelgrösse '^~a 
übrig ist, erhält man zwei Factoren, welche sich nur durch 

das Vorzeichen von y et unterscheiden; die Gleichung vom 
Grade 2p kann deshalb auf eine Gleichung vom Grade 2P""1 

reducirt werden, in der \/a in den Coefficienten vorkommt. 

Vereinigt man die Glieder, welche V^ als Factor enthalten, 
erhält die Gleichung die Form 

x°» + ai x"-i + a« x°»-«... + a^ ± V^(bi x°^-i + bj, x-"-« + ...b„) = 0, 

worin m«=2P~^; man kann immer dafür Sorge tragen, dass 
der Coefficient der höchsten Potenz von x 1 ist, ohne dass 

ya in den Nennern der Coef&cienten vorkommt. 

11 
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Ist die gegebene Gleichung 

f(x)=0, 

muss man also haben 

V^ ist hier die Wurzelgrösse, welche zuletzt aus Xj fort- 
geschafft wird, das heisst diejenige, welche man erst berechnen 
muss, wenn man den Werth von X| berechnen will. Hat 
man die Wahl zwischen mehreren, kann f (x) auf ebenso viele 
Arten auf die angegebene Form gebracht werden; hat man 
z.B. 

wird f (x) auf die beiden Formen 

A«— aB« und A»— bB» 

gebracht werden können, wo A vom vierten, B vom dritten 
Grade ist. 



Auflösung der Gleichung. 

94. Um die gegebene Gleichung zu reduciren, kann man 
die Gleichung bilden, deren Wurzeln durch alle Werthe von 

(X^ + Xg + . . . + x^) (x^^i + X^j^g + . . . + Xjnj) 

dargestellt werden. 

Der Grad g dieser Gleichung ist gleich der halben An- 
zahl von Arten, auf welche man 2p-i Grössen aus 2p Grössen 
entnehmen kann, oder 

2PI 
g = 



2(2P-M)' 



Man kann beweisen, dass diese Zahl ungerade ist; wenn 
man nämlich alle geraden Factoren von 2p I durch 2 dividirt, 
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erhält man alle Factoreu von 2p~M; man erhält deshalb, 
wenn u, n,, U2 ungerade. Zahlen bezeichnen 

Setzt man hierin nach und nach p — 1, p — 2, ... 1 statt 
p ein, und multiplicirt die erhaltenen Gleichungen, so folgt 

während man für den Nenner von g erhält 
also 

n 

U^ U2 . . . ' 

mithin eine ungerade Zahl. 

Da nun die so gebildete Gleichung mittelst Quadratwurzeln 
au%elöst werden kann, wenn dieses mit der gegebenen der 
Fall ist, so muss sie iu Gleichungen zerlegt werden können, 
deren Grade Potenzen von 2 sind; da der Grad ungerade ist, 
muss deshalb eine von diesen Gleichungen vom ersten Grade 
sein, so dass unter den Werthen des Productes einer sein 
muss, welcher rational ist. Dieser kann dufch Versuche 
gefunden werden, wenn die Hülfsgieichung gebildet ist, da er 
ein Factor des letzten Gliedes dieser Gleichung sein muss. 
Da man nun ausserdem die Summe der beiden Factoren des 
Productes kennt, werden diese durch eine Gleichung zweiten 
Grades mit rationalen Coefficienten bestimmt. Man kennt 
nun die Summe der m Wurzeln, ausgedrückt durch eine 
Quadratwurzel, und die übrigen symmetrischen Functionen 
dieser m Wurzeln können dann als rationale Functionen der 
gefundenen Summe und bekannter Grössen dargestellt werden. 
Die Gleichung, welche diese m Wurzeln bestimmt, erhält 
deshalb die Form 

WO a,, b,, a2 . . . am, bm und a rational sind. Vertauscht 

11* 
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man + V^ mit — V et , so erhält man die Gleichung, welche 
die übrigen m Wurzeln bestimmt. 

Behandelt man die reducirte Gleichung auf dieselbe Weise, 

wie die gegebene behandelt wurde, indem man V^ als eine 
bekannte Grösse behandelt, so erhält man eine Gleichung 
vom Grade 2^""*, deren Coefßcienten rationale Functionen von 

V a und einer neuen Quadratwurzel sind. Hier bietet sich 
indessen die Schwierigkeit, dass die als rational betrachtete 
Wurzel der Hülfegleichung, welche gefunden werden soll, von 

der Form b + c VV wird und als Factor eines Ausdrucks von 
derselben Form, nämlich des letzten Gliedes der Gleichung, 
gesucht werden muss. Doch kann man durch Yertauschung 

von X mit y + ^ \^ die Gleichung in zwei andere zerlegen, 
in denen die rationalen Grössen b und c Wurzeln werden. 



Eine Bedingung für die Möglichkeit der 

Auflösung. 

95. Während es auf diese Weise immer möglich ist, 
eine Gleichung aufzulösen, welche durch Quadratwurzeln 
aufgelöst werden kann, wird die praktische Ausführung 
bereits für Gleichungen 8ten Grades sehr beschwerlich werden. 
Man kann in der Praxis oft mit Vortheil folgenden Satz 
benutzen: 

Falls die Gleichung f(x)^=0 auf den halben Orad redu- 
eirt werden kann, muss man, wenn man auf g&ivohnliche 
Weise die Quadratumrzd atis f(x) zieht, zu einem Rest ge- 
langen, welcher theühar ist durch a, wenn ^a die Quadrat- 
umrzel ist, welche hei der Beduction eingeführt wird. 

Angenommen, die Gleichung sei 



X 



2m I A ^2in— 1 



+ Aix''"-i... + A„ = (1) 
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und könne auf die Form 

(x°^ + aix"-i + ... + a^)»-a(bix'"-Hb.x°^-2 + . . . b^)" = 0. (2) 

gebraclit werden, während sie durch Ausziehen der Quadrat- 
wurzel die Form 

(x°* + kl X°»-l + k, X°^-^ + ...km)' + Rin-l = Ö (^) 

annimmt, wo Rm— i höchstens vom Grade m — 1 ist. Dann 
muss man identisch haben 

(2x°» + (ai + kO x'"-* + (aa + k,) x"»-« + . . . a^ + k^)((a,-k^)x°*-' 
+ (aa - ka) x°^-^ . . + a^-k^) = a (bi x°»-i + b, x°^-* + . . . + b^)" 

+ Äm_i w 

Durch Vergleichung der Ooefficienten von 



2in— 1 ^3m— 2 



• • • JL 



m 



wo also der Rest ohne Einfluss bleibt, erhält man 

2(a,-ki)=0 

2 (a, - ka) + (a^ + k^) (a^ - kj) = a b^^ 



2(^ 



+ (»1 + kl) (ftp^i -kp_i) + . . . = a A I _ (5) 



2 (a„. - k„) + (ai + k^) (a^^^ - k^_,) 

+ • • • (»m-i + k^-i) (»1 — kl) r= a B, 

worin aA und aB Grössen bedeuten, die durch a theilbar 
sind. 

Die erste dieser Gleichungen zeigt, dass a, =k,; die 
zweite, dass aj — kj, wenn man vom Factor 2 absieht, theil- 
bar ist durch a, die folgende, dass a^ — k^ theilbar ist durch 
a und so fort, bis die letzte zeigt, dass a» — km theilbar ist 
durch a. a wird also ein Factor der linken Seite der Iden- 
tität (4) und muss deshalb auch ein Factor von Rm-i sein. 

Wenn die Wurzel mehrere Quadratwurzeln erster Ord- 
nung hat, kann jede von diesen wie V^ behandelt werden. 
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und alle Factoren der rationaleii Grössen a müssen sich des- 
halb in allen Gliedern von Bm-i finden. 

Beispielsweise soll die Gleichung betrachtet werden, auf 
welche x*' — 1=0 ryducirt werden kann, nämlich 

f (x) = x8 + x^ --7x« — 6x» + 16x* + lOx» — lOx» — 4x +1=0. 

Durch Ausziehen der Quadratwurzel erhält man 

2^ 2 K^_i = - 17 . 32 X» — 17 . 88 X« — 17 . 92 X — 17 . 1273. 

Die Gleichung kann in Wirklichkeit auch folgendermassen 
ausgedrückt werden: 

x* + ^x»-|-x» + 2x-l = + l^(x»+x«-.2x). 



Anwendung auf ein geometrisches Problem. 

96. Gleichungen, welche durch Quadratwurzeln aufgelöst 
werden können, haben eine besondere Bedeutung für die 
Geometrie, da jedes Problem, welches mit Hülfe von Zirkel 
und Lineal gelöst werden kann, auf solche Gleichungen 
führen muss. Jede Construction ist nämlich zusammengesetzt 
aus den beiden elementaren, eine gerade Linie durch zwei 
gegebene Punkte zu ziehen und einen Kxeis mit gegebenem 
Mittelpunkt und gegebenem Eadius zu zeichnen. Wenn man 
nach und nach diese Constructionen ausführt, kann man mit- 
telst der Formeln der analytischen Geometrie die gefundenen 
Stücke durch die gegebenen ausdrücken; da man hierbei 
nicht dazu kommt, Gleichungen von höherem als dem zweiten 
Grade aufzulösen, müssen die gesuchten Grössen sich durch 
die gegebenen immer mittelst Qmtdratwurzdn ausdrücken 
lassen. 

Hieraus folgt dann die Unmöglichkeit der Dreitheilung 
des Winkels mittelst Zirkel und Lineal; man kann nämlich 
den COS. des gesuchten Winkels als die zu construirende 
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Grösse nehmen; da dieser indessen durch eine irreductible 
Gleichung dritten Grades bestimmt wird, kann derselbe nicht 
durch Quadratwurzeln ausgedrückt werden. 

Die meisten Constructionsauj^aben lassen sich zurückführen 
auf die Bestimmung eines Punktes, der wiederum durch zwei 
geometrische Oerter bestimmt wird. Falls der eine von 
diesen eine gerade Linie in einer ganz willkürlichen Lage 
und der andere eine davon unabhängige Curve ist, kann man 
die Ordnung diesef Curve bestimmen, sobald die Aufgabe 
sich, mit Zirkel und Lineal lösen lassen soll. Weniger all- 
gemein kann man suchen die Curve zu bestimmen, sobald 
die gerade Linie nur einen willkürlichen Parameter hat, 
und namentlich wenn sie durch einen gegebenen Punkt 
gehen soll. 

97. Es sei also ein Strahlenbüschel gegeben, dessen 
Scheitel zum Anfangspunkt des Coordinatensystems genom- 
men werde. Dann würde die Aufgabe darin bestehen, alle 
die Curven zu finden, deren Durchschnittspunkte mit einer 
beliebigen Linie des Büschels mit Hülfe von Zirkd und 
Lineal bestimmt werden können. Es werde angenommen, dass 
die Curve nicht durch den Anfangspunkt gehe; nun führe 
man Polarcoordinaten ein, indem man 

x = m;r; y = iir (1) 

setzt; die Gleichung der Curve nimmt dann die Form 

a + b r + c r» + . . . = (2) 

an, worin a nicht Null sein kann, und wo a, b, c . . . homogene 
Functionen von m und n von den* Graden 0, 1, 2 u. s. w. sind. 

Wenn die Aufgabe mit Zirkel und Lineal lösbar sein 
soll, muss sich diese Gleichung für jedes m und n auflösen 
lassen können. Es existirt ganz sicher zwischen m und n 
eine Relation, so dass nur das Verhältniss derselben will- 
kürlich ist, aber man kann immer km und kn für m und 

. r 
n einsetzen, wenn man gleichzeitig r in v- verändert; deshalb 
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kann man m und n als ron einander unabhängig betrachten.^ 
Zufolge des Gegebenen sind die Oonstanten der Curve von m 
und n unabhängig. Man sieht leicht, dass die Grleichuug 
irreductibel ist, sobald die Curve nicht zusammengesetzt ist. 

Soll die Gleichung (2) durch Quadratwurzeln aufgelöst 
werden können, so muss sie, wenn k und ki ganze Func- 
tionen sind, auf die Form 

gebracht werden können; diese kann übrigens erst als iden- 
tisch mit (2) gedacht werden, nachdem ein Factor durch 
Division entfernt worden ist. Durch Vergleichuug der 
Gleichungen sieht man, dass dieser 

a 
ist, oder nur. 

^ = kA«-k,A,», 

da a unabhängig von m und n ist und deshalb durch Division 
entfernt werden kann, ohne dass die Form der Gleichung 
verändert wird. Man kann annehmen, dass k und kj keinen 
gemeinschaftlichen Factor haben, da dieser durch Division zum 
Wegfall gebracht werden kann; femer, dass <p keinen Factor 
mit k oder k, gemeinschaftlich hat, da ein Factor, der cp 
und k| gemeinsam ist, auch ein Factor von A, B, C . . . sein 
müsste, so dass er fortdividirt werden könnte, ohne dass die 
Form der Gleichung verändert würde. 

Man kann nun (3) unter der Form 

[A VT + Ai/k7 + (B/k + Bi >/k7)r + ...] 

darstellen; multiplicirt man den ersten Factor mit AV^ 

— AjVki, den zweiten mit AVk +-AiVk, , so erhält 
man die Form 

[^ + (M + N/kkr)r + (Ml + Ni i/kkDr» + ...] 

[^ + (M-Nv/irkr)r + (Mi-Niv/k¥7)r« + ...]=0, 

WO die linke Seite theilbar sein muss durch <p*. 
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Man^ kann hier zeigen, dass jeder der beiden Factoren 

theilbar sein muss durch cp, denn vertauscht man +Vkk| 

mit — Vkk| , so werden die beiden Factoren vertauscht, 
während <f unverändert bleibt; es kann deshalb in dem einen 
Factor keine anderen Factoren von <p^ geben als in dem 
anderen. Dividirt man nun beide Factoren durch <p, so erhält 
man nach Ausfuhrung der Multiplication die obige Gleichung 
(3), aus der der Factor <p entfernt ist, ohne dass die Form 
verändert wäre ; man kann deshalb annehmen, dass (2) und (3) 
identisch sind; dann hat man kA^ — k,A|^==a, unabhängig 
von m und n; a ist nicht Null, und k uud k| können nicht 
beide constant sein (die Gleichung würde dadurch reductibel 
werden); die Ooefficienten müssen homogehe Functionen von 
m und n sein, da die Gleichung bei der oben angegebenen 
Substitution unverändert bleiben soll und die Form (3) nur 
auf eine endliche Anzahl Arten annehmen kann; wenn nun 
kl m und n enthält, muss Ai Null sein und k und A con- 
stant. 

Setzt man nun in (3) k, «=0, so bestimmt man da- 
durch die Werthe von m und n, für welche alle Durch- 
schnittspunkte der geraden Linie und der Curve zu je zweien 
zusammenfallen. Die Curve muss deshalb eine solche Curve 
der Ordnung 2^ sein, dass sich vom Scheitel des Strahlen- 
büschds Linien ziehen lassen, von deren DurchschnittspunJden 
mit der Curve je zwei zusammenfaUen. Da nun A| = 0, 
muss kl wenigstens vom zweiten Grade mit Beziehung auf 
m und n sein; also muss der Scheitel des Strahlenbüschels 
der Durchschnittspunkt von zwei solchen Linien sein. 
Wenn der Scheitelpunkt auch beliebig ist, wird die Aufgabe 
nur möglich sein, sobald es nur zwei Durchschnittspunkte 
giebt. 

Ausser den Kegelschnitten giebt es deshalb keine Curven, 
deren Durchschnittspunkte mit einer beliebigen geraden Linie 
durch Zirkel und Lineal bestimmt werden können. 

Durch Anwendung des Dualitätsprincips folgt hieraus 
ferner: 
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Ausser den Kegelschnitten giebt es keine Ourven, an wdche 
man mit Eulfe von Zirkd und Lineal Tangenten von einem 
Idiebigen Punkte ziehen kann. 



Durchschnitt eines Strahlenbüschels mit Curven 

vierter Ordnung. 

98. Es sollen nun im Besonderen Curven vierter Ord- 
nung betrachtet werden; die Gleichung derselben muss die 
Form 

(A + Br + Cr«)a=kr«(Dr + B)« (1) 

haben. 

Falls E nicht Null ist, muss k vom zweiten Grade sein; 
ist E ==»0, kann k als vom vierten Grade betrachtet werden; 
dadurch gelangt man im ersten Falle zu einer Gleichung von 
der Form 

S2 = XaßT», (2) 

WO S = ein beliebiger Kegelschnitt ist, 7 = eine beliebige 
gerade Linie, X eine Constante, während a == und ß == 
zwei von den Geraden des Strahlenbüschels sind. 

Im zweiten Falle erhält man 

Sa=XaßTS, (3) 

WO a == 0, ß = 0, 7 = und 5 = beliebige Geraden des 
Büschels sind. 

Die erste Gleichung gehört zu einer Ourve vierter Ord- 
nung mit zwei Doppelpunkten, die durch S = und y = 
bestimmt werden, und mit den Doppeltangenten a = und 
ß = 0, welche sich in dem gegebenen Punkte schneiden, und 
deren Berührungspunkte, zugleich mit den beiden Doppel- 
punkten, auf dem Kegelschnitt S liegen. 

Die zweite Gleichung gehört zu einer Curve vierter 
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Ordnung mit vier Doppeltangenten, welche sich in dorn 
gegebenen Punkte schneiden, und deren 8 Berührungspunkte 
auf S liegen. 

Es soll nicht genauer auf den Fall eingegangen werden, wo 
der gegebene Punkt auf der Curve liegt und dort q fach ist, 
in welchem Falle die Ordnung der gesuchten Curven um q 
höher wird. Dagegen soll gezeigt werden, wie man bei der 
ersten Classe von Curven die gesuchten Durchschnittspunkte 
mit Hülfe von zwei Kegelschnitten finden kann. 

Die Gleichung (1) kann geschrieben werden 
(C — D\/¥)r« + (B — Ev/¥)r + A = 0. 
Setzt man hier, wenn die Wurzeln r, und ra sind. 



Pi Ti Ta' 

und vertauscht darauf \/X nut — Vk, Pi mit Pa, erhält 
man p, und pa bestimmt durch die Gleichung 

(B«— kB»)p» +4ABp+4A«=0, 

welche einem Kegelschnitt angehört, der fdr E = übergeht 
in eine Doppellinie, 

Bp + 2A = 0, 
welche Polare ist für den Anfangspunkt mit Beziehung auf S. 

Ist E nicht Null, stimmen pi uud pa überein fiir k«=0, 
so dass die Doppeltangenten Tcmgenten des Hülfskegel- 
Bchnitts sind. 

Da die beiden Durchschnittspunkte mit dem Kegelschnitt 
nicht fiir die Bestimmung der vier gesuchten Durchschnitts- 
punkte genügen, bilde man noch einen Hülfskegelschnitt; man 
kann hier den benutzen, welchen man erhält, wenn man auf 
jedem Strahl des Büschels die beiden Punkte nimmt, welche 
sowohl mit r, und ra, als auch mit den beiden anderen 
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Durchsclmittspiinkten rg und r4 hannonisoli Terbunden sind; 
diese werden bestimmt durch die G-leichungen 

2 (xi Xa + Fl ra) = (x^ + Xg) (r^, + Tg) 
a (xi xg + r, r^) = (xi + xg) (r, + r^), 

wodurch sich als Gleichung für den gesuchten Kegelschnitt 
ergiebt 

(BD — CE)x» +2ADX + AB=0; 

für E =» zer&llt dieser in die früher gefundene Linie und 
eine Linie durch den gegebenen Punkt. Li diesem Falle 
kann die Reduction deshalb nicht angewendet werden, während 
man, wenn E nicht Null ist, leicht die vier Durchschnitts- 
punkte bestimmt, sobald die Durchschnittspunkte mit den 
beiden Hülfskegelschnitten erst gefanden sind. 

Umgekehrt kann man zwei beliebige Kegelschnitte nehmen 
und mit Hülfe dieser eine Ourve vierter Ordnung von der 
untersuchten Art construiren. Von einer genaueren Erörterung 
der Frage wird hier abgesehen und auf eine Abhandlung 
des Yerfeissers in Zeuthen's Tidsskrift, 3. Reihe, 4, Jahrgang, 
verwiesen. 



m%m 



DRITTER ABSCHNITT. 



ÜEBER DIE NUMERISCHE AUFLOESÜNG DER 

GLEICHUNGEN. 



Krstes Kapitel. 

Absonderung der Wurzeln. 



Grenzen der reellen ^Vurzeln. 

99. Die algebraische Auflösung der Gleichungen von 
höherem als dem vierten Grade ist, wie gezeigt worden, nur 
in ganz besonderen Fällen möglich; hat man eine Gleichung, 
deren Coef&cienten in Zahlen gegeben sind, so kann man 
indessen, ohne die algebraische Form der Wurzeln zu kennen, 
die numerischen Werthe derselben mit so grosser Genauig- 
keit bestinmien, wie man will. Um diese approximative Be- 
stimmung auszuführen, muss man zuerst die Wurzeln OLbge- 
sondert haben, das heisst, man muss für jede Wurzel zwei 
Zahlen bestimmen, zwischen welchen diese und keine andere 
Wurzel belegen ist; sind mehrfache Wurzeln vorhanden, so 
muss man ausserdem angeben, wie oft jede einzelne von diesen 
vorkommt. Diese Absonderung wird erleichtert, wenn man 
zuerst die Oremen der Wurzdn bestimmt, das heisst zwei 
Zahlen, zwischen welchen alle reellen Wurzeln liegen. Hier- 
für hat man verschiedene Methoden, welche indessen alle nur 
eine sehr unsichere Annäherung gewähren. 

100. Erste Methode. Die Gleichung sei 
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worin — am der erste uiid — ap der numerisch grösste nega- 
tive Coefficient ist; fiir x> 1 muss man dann haben 



z 



°<ap(x°-'° + x°-°^-^., + l) = ap ""^ ^^^'\ 



also auch 

^n— m+l 



,n 



x"<a. 



woraus folgt 

oder 

x<H- v^. (1) 

Auf die Weise ist eine obere Grenze für die positiven 
Wurzeln bestimmt. 

Diese Grenze kann auf folgende Weise niedriger werden: 
Man setze 



x = — , 



y. 

a 



und wende die gefundene Formel an, um eine obere Grenze 
für y zu bestimmen; dadurch erhält man 



also 

x<^+?apaP-°^ (2) 

Da a eine beliebige positive Grösse ist, kann man den 
Werth von a wählen, durch welchen die gefundene Grenze 
so niedrig wie möglich wird; dieser Werth wird bestimmt 
durch 

a» m V »p ^ 
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oder 



a»=-i?— «. » 



_ 1 

p — m *"P 
woraus 

m p 



p /p-myp^ 1/ S 3 



ein Werth, der für p = m nicht brauchbar ist; für diesen 
Fall giebt indessen (2) für a == OO 



x<W. (4) 

Man kann hier nicht für ap den grössten negativen 
Coefficienten der gegebenen Gleichung nehmen, da dieser 
nicht nothwendig den grössten Coefficienten der Gleichung in 
y giebt; man muss deshalb die höchste Grenze nehmen, 
welche man erhält, wenn man nach und nach für ap alle 
negativen Coefficienten nimmt. 

Beisp. • 

x«— X' +5x» — 16x»— 47x* + x» — 711x« — 313x + 1 = 0. 

Die Grenzwerthe werden 

8 /-Tk" _ 4 /-TS- _ 6 



'.»l7^.^|7#.»V^''l/- 



313 

6» ' 



woraus hervorgeht, dass 5 eine obere Grenze fiir die positiven 
Wurzeln ist. Die niedrigste obere Grenze in ganzen Zahlen 
ist in Wirklichkeit 4. 

Vertauscht man x mit — x und sucht die obere Grenze 
für die positiven Wurzeln der so gebildeten Gleichung, wird 
diese mit entgegesetztem Yorzeichen eine untere Grenze für 
die negativen Wurzeln der gegebenen Gleichung sein; hier- 
durch erhält man den Grenzwerth 



8\7^<6. 



16 

12 
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80 dass alle reellen Wurzeln der gegebenen G-leichung zwi- 
schen — 6 und 5 liegen. 

Falls man z mit — vertauscbt und mittelst der ange- 

1 
gebenen Methode findet, dass — zwischen zwei Grenzen 

— k und kl liegt, kann x nicht zwischen den G-renzen 

=-- und -^j— belegen sein, so dass die erstere von diesen 

eine obere G-renze fiir die negativen, die zweite eine untere 
Grenze für die positiven Wurzeln der gegebenen Gleichung 
wird. 

101. Zweite Methode. Man bringe die Gleichung auf die 
Form 

f(x) = (p(x)-(pi(x)+^2(x)=0, 

WO ^(x) alle Glieder enthält, welche dem ersten Gliede mit 
negativen Ooefficienten vorangehen, 92 W die übrigen Glieder 
mit positiven Ooefficienten, während — ?i (x) alle Glieder 
mit negativen Coeffi«enten enthält. In die Differenz 

? W — ?i (x) 

setze man nach und nach grössere und grössere Werthe für 
X ein, bis man zu einem Werthe k gelaugt, welcher dieselbe 
positiv macht, k ist dann eine obere Grenze für die posi- 
tiven Wurzeln. Wenn nämlich x™ die niedrigste Potenz 
von X in f (x) ist, kann die Differenz 

V x°» x°» y 

geschrieben werden. 

Da nun ^ \^ lauter positive Ooefficienten tmd positive 
Exponenten hat, wird der Werth dieses Bruches mit x 
wachsen, während ^'^ , worin x lauter negative Exponenten 
hat, abnehmen wird, wenn x wächst. Ein Werth von x. 
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welcher grösser ist als k, wird deshalb die Grösse in der 
Klammer und also auch f(x) positiv machen; da solcher- 
gestalt kein Werth grösser als k Wurzel der Gleichung sein 
kann, ist k die obere Grenze der Wurzeln. 

Beisp. Wird in dem oben angeführten Beispiel x mit 
— X vertauscht, so wird die Gleichung 

x8 +x7 +6x« + 16x*—47x* — x» — 711x2 + 818x + 1 = 0. 

Untersucht man, nach Division durch x^, den Ausdruck 

X« + X» + 5x* + 15x» — (47x2 + X + 711), 

SO findet man, dass derselbe positiv wird für x = 3. Während 
oben — 6 als untere Grenze der Wurzeln gefunden wurde, 
giebt diese Methode also — 3. 

Die Methode kann erweitert werden, indem man f (x) in 
mehrere Gruppen von der Form 

? (x) — <pi (x) 

zerlegt, so dass alle Coefficienten in <p(x) und <p, (x) positiv 
sind, während <P| (x) nur Glieder von niedrigerem Grade als 
die Glieder in (p(x) enthält; ein Werth von x, welcher alle 
Differenzen positiv macht, ist dann eine obere Grenze der 
Wurzeln. 

102. Newton^s Methode. Wenn man in die Pdynome 

f(x), r(x), r(x)...f(-)(x) 

nach und nach höhere und höhere Werthe von x einsetzt, bis 
man gu einem Werthe k gelangt, welcher alle Functionen 
positiv madit, udrd k eine obere Qreme der Wurzeln sein. 

Man hat nämlich 

f (k + h) = f (k) + f'(k) ^ + f"(k) ^ + . .. + h», 

woraus hervorgeht, dass 

f(k+h) 

12* 
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immer positiv ist, wenn h positiv und k auf die angegebene 
Weise bestimmt ist. k + b kann desbalb nicbt Wurzel von 
f(x)=-0 sein fiir irgend welcben positiven Werth von b, 
und k ist deshalb eine obere Grenze der Wurzeln. 

Diese Metbode ist mübsamer als die vorbergebenden, giebt 
aber auch in der Begel engere Grenzen. Die gefundene 
Grenze kann indessen auch viel zu bocb sein, da sie offenbar 
nicbt allein obere Grenze ist für die Wurzeln von f (x) = 0, 
sondern auch für die von f (x) =» 0, f" (x) «- u. s. w., und 
diese Gleichungen können Wurzeln haben, welche um ein 
ganz Beliebiges grösser sind, als die Wurzeln von f (x) = 0. 

Einige Erleichterungen bei der praktischen Anwendung 
lassen sich am besten an einem Beispiel zeigen. 



Beisp. 



x» +5x* — lOx» 4.x« — 16x — 7 = 0. 



f(x) = x» +5x* — lOx« +x« — 16x — 7 
f'(x)=:5x* + 20x«— 30x8 +2x — 16 . 



— + 



-^ r (x) = lOx» + 30x« - 80x + 1 

^ r' (x) = lOx« + 20x— 10 . . 



2.3 



2 



-|-^f'V(x) = 6x + 6 



r (X) + 













+ 




+ 




— 


+ 




+ 







= 0123 



Man beginnt von unten; x«=»0 macht f*^(x) positiv, und 
da dasselbe auch für ein grösseres x gelten muss, ist man 
fertig mit f^ (x); x=l macht f" (x) und f" (x) positiv, aber 
f'(x) negativ; für x — 2 wird darauf f'(x) positiv und f(x) 
negativ, und da endlich f(x) für x = 3 positiv wird, ist 3 
eine obere Grenze. 
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Anzahl der reellen 'Wurzeln, ^velche zwischen 
z^vei gegebenen Zahlen belegen sind. 

103. Die reellen Wurzeln von f (x) «• 0, geordnet nach 
der Grösse, die kleinste voran, seien aj, a,, a, . . .; dann hat 
man 

f(x)=X(x — ai)(x — «aXx — a,)..., 

WO X die Gomplexen Wurzeln bestimmt und also nicht für 
irgend welchen reellen Werth von x gleich Null werden 
kann. Setzt man nun fiir x einen Werth ein, der kleiner 
als aj ist, und lässt man diesen Werth wachsen, bis er 
grösser als die grösste Wurzel geworden ist, wird jedesmal, 
wenn man eine der Wurzeln passirt, einer der Factoren und 
folglich auch das Product das Vorzeichen wechseln, f (x) 
muss deshalb für zwei Werthe von x, zwischen denen eine 
gerade Anzahl von Wurzeln (oder keine Wurzel) liegt, 
dasselbe Vorzeichen erhalten, während die beiden Werthe 
Resultate mit verschiedenen Vorzeichen geben müssen, sobald 
eine ungerade Anzahl von Wurzeln zwischen denselben belegen 
ist. Hieraus folgt nun: 

Wenn f(a) und f(b) dasselbe Vorzeichen haben, so liegt 
eine gerade Anzahl von Wurzln zwischen a und b; haben 
f(a) undf(b) verschiedene Vorzeichen, so liegt eine ungerade 
Anzahl von Wurzdn zwischen a und b. 

Setzt man z. B. in eine Gleichung, deren letztes Glied 
3t an ist, für X nach und nach — CXD, und + OO ein, 
erhält man für f (x) 

indem man -+• Ar x=^00 erhält, wenn die Gleichung 
von geradem, — , wenn sie von ungeradem Grade ist; hier- 
aus folgt, dass eine Gleichung von ungeradem Qrade wenig- 
stens eine reeUe Wurzel hat, deren Vorzeichen das entgegen- 
gesetzte des letzten Gliedes ist, loahrend eine Gleichung von 
geradem Grade wenigstens eine positive und eine negative 
Wurzel hat, sobald das letzte Glied negativ ist. 
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Satz von Descartes. 

104. Wenn zwei auf einander folgende Glieder einer 
Gleichung dasselbe Vorzeichen haben, sagt man, dass sie 
eine Zeichenfolge (Permanenz) bilden ; haben sie verschiedene 
Vorzeichen, bilden sie einen Zeichenwechsel (Variation). 
Descartes hat folgenden Satz aufgestellt: 

Mne Gleichung hat nicht mehr positive Wurzeln als 
Zeicheniuechsd, und nicht mehr negative Wurzeln als Zeichen- 
folgen. 

Um diesen Satz zu beweisen werde eine beliebige auf 
gewöhnliche Weise geordnete Gleichung betrachtet und durch 
Multiplication mit x — a die positive Wurzel a eingeführt; 
man kann dann zeigen, dass, wie die Vorzeichen auch sein 
mögen, nach ausgeführter Multiplication wenigstens ein 
Zeichenwechsel hinzugekommen ist. 

Das erste Glied der Gleichung, x'J, ist positiv ; den ersten 
Zeichenwechsel trifift man also, sobald man dem ersten nega- 
tiven Gliede begegnet, da diesem ein positives Glied voran- 
gehen muss; diese beiden Glieder seien 

»n— p ^ »n— p+l ^ 

Eines der Glieder der neuen Gleichung wird dann sein 

-(aa^_p + a^^p+i)xP. 

Ob das vorhergehende Glied positiv ist, weiss man nicht, 
aber man weiss, dass jedenfalls ein vorhergehendes positives 
Glied existirt, und dass man also, wenn man in der neuen 
Gleichung auf das Glied x^ trifft, wenigstens einen Zeichen- 
wechsel hat, ebenso wie in der gegebenen Gleichung bei 
xP~^. Sind es mehr, so müssen sie in ungerader Anzahl vor- 
handen sein, da eine Aenderung eines Vorzeichens die An- 
zahl derselben niemals um eine ungerade Zahl vermehren 
oder vermindern kann. 

Der nächste Zeichenwechsel, welchem man in der ge- 
gebenen Gleichung begegnet, findet statt, wenn man nach 
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xP~^ auf einen positiven Coefficienten trifft;; geschielit dies 
bei dem Gliede x^, so sieht man auf dieselbe Weise wie 
oben, dass der Ooeffioient von x^+^ in der neuen Q-leichung 
positiv ist, so dass man, welche Vorzeichen die zwisohen- 
liegenden Glieder auch haben mögen, wenigstens einen Zeiohen- 
wechsel in der neuen Gleichung hinzubekommen hat. Bei 
Fortsetzung dieses Verfahrens ist ersichtlich, dass man ebenso 
viele Zeichenwechsel, wie man angetroffen hat, als man in 
der gegebenen Gleichung das Glied x' erreichte, wenigstens 
auch angetroffen haben muss, sobald man in der neuen 
G-leichung auf das Glied x'+^ trifft. Nun nehme man an, 
dass bei x' der letzte Zeichenwechsel in f (x) := stattfinde, 
und dass +k der Coefficient von x' sei; die folgenden 
Coefficienten haben dann alle dasselbe Vorzeichen wie k, 
und in der neuen Gleichung hat der Coefficient von x'+* 
dasselbe Vorzeichen wie k, während das letzte Glied der- 
selben, — aan, das entgegengesetzte Vorzeichen von k hat; 
geht man also von x'+^ weiter, so muss man wenigstens noch 
einen Zeichenwechsel antreffen, und da vorher wenigstens 
eben so viele Zeichenwechsel wie in der gegebenen Gleichung 
constatirt waren, ist also hiermit bewiesen, dass die Multi- 
plication mit x — a die Anzahl der Zeichenwechsel wenig- 
stens um 1 vermehrt hat. 

Man kann sich nun aus f (x) ==» alle positiven Wurzeln 
durch Division mit den entsprechenden Pactoren entfernt 
denken; die dadurch enstehende Gleichung hat alle negativen 
und complexen Wurzeln der ursprünglichen Gleichung, aber 
man weiss nichts über die Anzahl ihrer Zeichenwechsel; 
man führe nun wieder die positiven Wurzeln einzeln durch 
Multiplication mit den entsprechenden Factoren ein, und es 
ist bewiesen, dass, wie auch die ursprünglichen Vorzeichen 
sein mögen, für jede eingeführte positive Wurzel die Anzahl 
der Zeichenwechsel um wenigstens 1 vermehrt ist. 

Wenn alle positiven Wurzeln eingeführt sind, hat man 
wieder die gegebene Gleichung, welche also wenigstens ebenso 
viele Zeichenwechsel wie positive Wurzeln haben muss. 
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Durch Yertausoliung von x mit — x folgt der zweite Theil 
des Satzes. 

Eine Gleichuiig n**" Grades hat im Ganzen n Zeichen- 
wechsel und Zeichenfolgen ; faUs eine solche Gleichung lauter 
reelle Wurzdn hat, muss deshalb die AnzaJü der Zeichen- 
wechsd genau gleich der Anzahl der positiven^ die Anzahl der 
Zeichenfolgen gleich der der negativen Wurzein sein. Wenn 
einer oder mehrere CoefScienten Null sind, kann man diese 
nach Belieben als positiv oder negativ rechnen, da eine 
unendlich kleine Aenderung eines Coefficienten keine Wurzel 
dazu bringen kann, das Vorzeichen zu wechseln. (Von dem 
Falle, wo eine Wurzel Null ist, kann abgesehen werden.) 
In diesem Falle kann man die Vorzeichen für die Coeffi- 
cienten Null theils so wählen, dass man möglichst wenig 
Zeichenfolgen, theils so, dass man möglichst wenig Zeichen- 
wechsel erhält. Steht ein Coefficient Null zwischen einem 
positiven und einem negativen Coefficienten, ist es gleich- 
gültig, ob man denselben als + oder — liest, da 

+ — 

einen Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge giebt, welches 
Vorzeichen man auch Null geben möge. Steht dagegen 
zwischen zwei Coefficienten mit gleichen Vorzeichen, so zeigt 
das immer das Vorhandensein von wenigstens zwei complexen 
Wurzeln an; hat man z. B. 

+ +, 

kann man, wenn man die Zeichenwechsel zählt, 

+ + +1 
und wenn man die Zeichenfolgen zählt, 

+ - + 

lesen. Die Summe der erhaltenen Anzahlen der beiden wird 
dann um zwei geringer als die Anzahl der Wurzeln und 
zeigt also, dass die Gleichung wenigstens zwei complexe 
Wurzeln hat« 
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Wenn die g^ondenen Zeiden nicht genau die Anzahl der 
positiven oder negativen Wurzehi geben, muss der Unter- 
schied zwischen beiden eine gerade Anzahl sein; das folgt 
ans dem, was eben bei Einftlhrung einer positiven Wurzel 
gezeigt wurde, indem man leicht sieht, dass eine Gleichung 
mit lauter complexen Wurzeln immer eine gerade Anzahl 
von Zeichenwechseln hat. (Das letzte Glied ist positiv.) 

Beisp. 

X7 4.x»— X* — 2x» — x + 1=0. 

Man kann 

+ + +: + 

oder 

lesen, so dass die Gleichung höchstens zwei positive und 
eine negative Wurzel hat; sie muss deshalb wenigstens vier 
complexe Wurzeln haben. 



Satz von Budan. 

105. Die Sätze von Descartes und Newton sind mit 
einbegriffen in einen Satz von Budan; dieser Satz wird auch 
Pourier zugeschrieben, der denselben in seinen Vorlesungen 
mitgetheilt haben soll, bevor Budan denselben veröffentlichte. 
Man bilde die Beihe 

f(x), f>Xf"(x).. '.£(""> (X), 

und setze x = a und x = b ein, wo a •< b. 

Die Gleichung hat dann nicht mehr Wurzeln zmschen a 
und b als die Beihe Zeichemuechsd verliert, wenn man von a 
zu b Übergeht. 
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Man sieht leicht, dass, wenn eine der Functionen für ein 
wachsendes x durch Null hindurchgeht, für diese und die 
folgende ein Zeichenwechsel in eine Zeichenfolge übergehen 
muss; betrachtet man z. B. f^P^(z), so hat man 

f(P> (X - h) = f<«^ (x) - f<P+^> (X) h + . . . 

f<P> (X + h) = f<P> (x) + f<P+^> (x) h + .. .; 

fdr f <P) (s) = und ein hinreichend kleines h haben also 

f<P> (x — h) und f<P+« (x) 

verschiedene Vorzeichen ; f p+^) (x) hat indessen dasselbe Vor- 
zeichen wie f<P+i) (x — h), wenn nur nicht f^P+^> (x) und f(^> (x) 
gleichzeitig Null sind; wenn also zwei auf einander folgende 
abgeleitete Functionen nicht gleichzeitig Null sind, muss, 
wenn die erste verschwindet, ein Zeichenwechöel zwischen 
dieser und der folgenden verloren werden. Betrachtet man 
nun die drei Functionen 

f<P-*) (X), f(P> (X), f<P+^^ (X), 

sieht man, dass, wenn f^P)(x) durch Null hindurchgeht, ein 
Zeichenwechsel durch die beiden letzten verloren wird, 
während durch die beiden ersten ein Zeichenwechsel verloren 
oder gewonnen werden kann; indem also f(P)(x) durch Null 
hindurchgeht, müssen zwei oder keine Zeichenwechsel ver- 
loren werden; doch wird, wenn f(x) durch Null hindurch- 
geht immer ein Zeichenwechsel verloren werden, da hier 
keine vorhergehende Function existirt. Das Resultat ist 
folglich, dass inan wenigstens einen Zeichenwechsei verliert ßir 
jede Wurzd der Gleichung y' welche man passirt, dass man mehr 
verlieren kann, und dass diese daftn immer paarweise ver- 
loren werden. 



106. Der Fall, wo zwei oder mehrere auf einander fol- 
gende Functionen gleichzeitig Null werden, muss besonders 
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1)etrachtet werden; f^~^(x) sei die letzte dieser Functionen; 
dann hat man 

|(P-2)(x-h)= + £<P)(x)i^ + ..., f<P-«)(x+h)=f<P)(x)^ + ..., 

f<P-«)(x-h)=-fÖ»)(x)j-^ + ..., f(P-8)(x + h)=f<P)(x)j^+..., 



wälirend also die Functionen, welche gleichzeitig Null werden, 
und die erste, welche nicht Null wird, früher lauter Zeichen- 
Vechsel gaben, geben sie jetzt lauter Zeichenfolgen, so dass 
auch in diesem Falle ein Verlust von Zeichenwechseln statt- 
findet. Besondere Bedeutung hat der Fall, wo die p ersten 
Glieder der Beihe gleichzeitig Null werden; in diesem Falle 
hat die Gleichung p gleiche Wurzeln, welche alle auf einmal 
passirt werden, und wie gezeigt worden, gehen dabei p Zeichen- 
wechsel verloren. Der Satz gilt also für alle Fälle, und 
namentlich auch für mehrfache Wurzeln. 

Setzt man — OO für x ein, so hat die Beihe lauter 
Zeichenwechsel, setz man ein, so erhält man dieselbe Beihe 
von Vorzeichen, welche die Coefficienten der* Gleichung 
haben, setzt man -\- OO ein, so giebt die Beihe lauter 
Zeichenfolgen. Hierdurch wird, ebenso wie durch den Satz 
von Descartes, die grösstmögliche Anzahl von negativen oder 
positiven Wurzeln bestimmt. 

Setzt man einen Werth k ein, welcher lauter Zeichen- 
folgen giebt, so kann zwischen k und -|- CXD keine Wurzel 
liegen; k ist also eine obere Grenze der Wurzeln, so dass 
auch Newton's Satz in den von Budan mit einbegriffen ist. 

Wenn f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen haben, 
während alle übrigen Functionen dasselbe Vorzeichen für 
X = a und x «= b bekommen, liegt eine und nur eine Wurzd 
zwischen a nnd h, denn es ist gezeigt worden, dass zwischen 
a und b eine ungerade Anzahl von Wurzeln liegen muss, und 
•es ist nur ein Zeichenwechsel verloren. Die Wurzel ist also 
in diesem Falle zwischen a und b abgesondert. Man muss 
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indesaen beachten, daaa man auf diese Weise eine Wurzel 
nicht sicher absondern kann, da zwischen a und b Werthe 
liegen können, welche einige der abgeleiteten Functionen zu 
Null machen und dadurch verursachen, dass beim üebergange 
von a zu b mehr als ein Zeichenwechsel verloren wird. 

Durch die benutzte Reihe ist man im Stande die grösst- 
mögliche Anzahl reeller Wurzeln innerhalb eines gewissen 
Intervalles zu bestimmen; begreiflicher Weise ist es nicht 
möglich, allein aus .den Vorzeichen dieser Reihe die Anzahl 
der complexen Wurzeln zu bestimmen, denn beim Üeber- 
gange von X «= — OG zu X =- + CX) erhält man dieselben 
Veränderungen der Vorzeichen, einerlei ob die Gleichung 
complexe Wurzeln hat oder nicht. 



Satz von Rolle. 

107. Wenn a und b zwei Wurzdn der Gleichung f(x) = 
»ind und zwischen a und h keine Wurzd existirt, muss die 
Qleidiung f(x)^=^0 eine ungerade ÄnzaM Wurzeln (also 
wenigstens eine Wurzd) zwischen a und h haben. 

Da nämlich f(x) eine continuirliche Function ist, kann 
dieselbe, da sie für x — a und x «» b Null wird, nicht be- 
ständig wachsen oder beständig abnehmen, wenn x von a zu 
b übergeht; sie muss also ein Maximum oder Minimum for 
einen Werth von x haben, welcher zwischen a und b liegt, 
und dieser Werth muss dann eine Wurzel von f ' (x) =* 
sein. 

Die Function kann mehrere Maxima und Minima zwischen 
a und b haben, aber, da sie nicht das Vorzeichen wechselt, 
muss sie nothwendig, wenn sie an&ngs wächst, schliesslich 
abnehmen, und umgekehrt; man sieht leicht, dass dieses das 
Vorhandensein einer ungeraden Anzahl Maxima oder Minima 
mit sich bringt. Eine Betrachtung der Curve y«»f (x) wird 
das hier entwickelte leicht anschaulich machen. 
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Hieraus folgt, dass ewüchen zwei auf einander folgenden 
Wurzeln von f(x)-=0 höchstens eine Wurzd vonf(x) = 
liegen kann, denn wenn dort zwei lägen, müsste zwischen 
diesen eine Wurzel von f ' (x) = liegen ; ferner folgt, dass 
v)enn f(x)^=^0 lauter reelle Wurzeln hat, auch f (x) = 
lauter reelle Wurzeln hat, und dass, u)enn f(x)-^0 för a? = a 
p gleiche Wurzeln hat, "/' (x) für densdben, Werth von x 
p — 1 gleiche Wurzeln haben muss, 

Beisp. 

f (x) = X™ + p x" + q = 0. (m und n ungerade Zahlen.) 

Die Kegel von Descartes zeigt, dass die Gleichung 1 oder 
2 reelle Wurzeln haben muss. Nun ist 



f'(x) = mx»-i(x°^~'^ + ^). 



1. p ist positiv, f ' (x) =* hat keine reelle Wurzel ausser 
X = 0. f (x) = hat deshalb nur eine reelle Wurzel. 

2. p ist negativ, f (x) = hat ausser x = zwei reelle 
Wurzeln; bezeichnet man diese mit — b und +b, kann 
f(x) = drei reelle Wurzeln haben, die in den Intervallen 
(n — 1 ist gerade) 

— CKD, — b, + b, — oo 

belegen sind; ist dies der Fall, so müssen diese Werthe, 

in f(x) eingesetzt, die Vorzeichen 1 f- gehen. Die 

Bedingung hierfür ist 

oder, nach Einsetzung des Werthes von b und einer kleinen 
Umformung 



i^)'" + (^T <«• 



— 190 — 
Für die Gleiclimig 

wird dadurch die Bedingung for drei reelle Wurzeln 

4p»+27q«<0. 



Satz von Sturm. 

108. Bei Budan's Satz wurde bemerkt, dass die Ursaclie, 
welche es verhindert die genaue Anzahl von reellen Wurzeln 
innerhalb eines gegebenen Intervalls zu bestimmen, darin 
liegt , dass ein Glied der [Reihe, indem es durch Null 
hindurchgeht, zwischen zwei Gliedern mit demselben Vor- 
zeichen liegt und dadurch einen Verlust an Zeichenwechseln 
verursachen kann, welcher die Wurzeln der Gleichung nicht 
berührte. Diese Schwierigkeit hat Sturm überwunden, indem 
er eine andere Keihe benutzte, die eben die Eigenschaft hat, 
dass ein Glied derselben, indem es durch Null hindurch geht, 
immer zwischen zwei Gliedern mit entgegengesetztem Voi> 
zeichen liegt und also nicht durch sein Verschwinden die 
Anzahl der Zeichenwechsel verändern kann. Die Sturmsche 
Reihe beginnt wie die von Budan mit f(x) und f ' (x), aber . 
die folgenden Glieder der Reihe werden aus diesen durch 
das Verfahren gebildet, welches man einschlägt, um den 
grössten gemeinschaftlichen Factor für f(x) und f'(x) zu 
suchen; hierbei ist indessen zu beachten, dass man bei den 
Divisionen jedesmal das Vorzeichen des Bestes ändert, und 
dass man nur positive Fadoren einfuhren darf um Brüche 
zu vermeiden. Die Gleichung wird als von mehrfachen 
Wurzeln befreit angenommen, so dass f(x) und f'(x) keinen 
gemeinschafÜichen Factor haben, und der letzte B«st unab- 
hängig von X wird. Die Glieder der B«ihe sind dann also 
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f(x), f'(x) und die Divisionsreste mit lungekehrteii Vor- 
zeidien; sie mögen mit 

f(x), f'(x), f,(xX f3(x)...f„(x) 

bezeiclinet werden; dann hat man, wenn man die Quotienten 
mit q und die eingefuhrten positiven Factoren mit c bezeichnet, 

cf(x) = qf'(x)-f,(x), 
Ci f ' (x) = qi f g (x) — fg (x), 
Ca fj (x) = qg fg (x) — f^ (x), 



Cn__3 fn-2 W = <ln-2 ^n-l W — ^n W« 



! üeber diese Reihe gelten nun folgende Sätze: 

Zwei auf einander folgende Glieder können nicht für den- 
\ selben Werth von x verschwinden. Das würde nämlich mit 

sich führen, dass alle für diesen Werth gleich Null würden, 
j "and die Gleichung müsste dann gleiche Wurzeln haben. 

Wenn ein Glied der Reihe [ausgenommen f(x)] gleich Ntdl 
wirdy liegt es zwischen zwei Gliedern, welche verschiedene Vor- 
zeichen haben; z. B. für f 3 (x) =- hat man Cj f 2 W = — f 4 (x) 
u. s. w. 

Denkt man sich nun x von — CXD bis + OO wachsend, 
können die Vorzeichen der Reihe nur verändert werden, 
sobald eines der Glieder gleich Null wird. Dadurch wird 
indessen kein Zeichenwechsel verloren, da das Glied, indem 
es gleich Null wird, zwischen zwei Gliedern mit verschiedenen 
Vorzeichen liegt, so dass diese drei Glieder, sowohl bevor 
als auch nachdem das mittlere sein Vorzeichen verändert 
bat, einen Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge geben. 
Dieses gilt nicht für das letzte und erste Glied der Reihe, 
da diese nicht zwischen zwei anderen liegen; aber das letzte 
Glied ist unabhängig von x und kann deshalb sein Vor- 
zeichen nicht wechseln, und mit Rücksicht auf das erste Glied 
f (x) folgt aus 105, dass ein Zeichenwechsel verloren wird, 
I sobald es sein Vorzieichen wechselt. Die Reihe verliert also 

genau einen Zeichenwechsel für jede Wurzel, durch welche 
man hindurch geht; also 
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Setzt man in die Sturmsche Reihe x^=^a und x^=^h ein, 
80 wird die Anzahl der verlorenen Zeichenwechsd genau gleich 
der Anzahl der Wurzdn sein, welche zwischen a und h liegen. 

Wenn der eingesetzte Werth zufelligerweise eines der 
Glieder dei» Beihe, welche auf das erste folgen, gleich Null 
macht, kann man hier nach Belieben + oder — lesen. Wird 
das erste Glied Null, so hat man eine Wurzel der Gleichung ; 
ist der eingesetzte Werth die untere Grenze, beginnt man 
also die Beihe mit einem Zeichenwechsel, ist er die obere 
Grenze, mit einer Zeichenfolge, wenn man diese Wurzel mit- 
zählen will. Falls ein Glied der Beihe keinen Zeichen- 
wechsel innerhalb des betrachteten Intervalls erleidet, kann 
man bei diesem stehen bleiben; der Beweis fordert nämlicli 
nur, dass das letzte Glied der B^ihe das Vorzeichen nicht 
ändert; wird diese Bedingimg erfüllt, so ist es gleichgültig, 
ob das Glied x enthält oder nicht. 

109. Da man bei Bildung der Sturmschen Beihe den 
grössten gemeinschaftlichen Factor für f(x) und f ' (x) findet, 
wird es sich bei der Bechnung herausstellen, ob gleiche 
Wurzeln vorhanden sind oder nicht; durch etwa vorhandene 
gleiche Wurzeln würden alle Glieder der Beihe einen gemein- 
schaftlichen Factor 9 bekommen, und dieser kann durch Divi- 
sion entfernt werden, ohne dass die Eigenschaften der Beihe, 
aufweiche der geführte Beweis sich stützt, verändert würden; 
das letzte Glied ist jetzt ebenso wie vorher constant, die 

f(x) f(x) 
beiden ersten und -^ verlieren einen Zeichenwechsel, 

? ? . 

wenn f(x) und f ' (x) durch Null hindurchgehen, und im 

Uebrigen liegt jedes Glied der Beihe, indem es durch Null 

hindurchgeht, zwischen zwei Gliedern mit entgegengesetzten 

Vorzeichen. Nach ausgeführter Division kann dann der Satz 

von Sturm benutzt werden, aber aUe gleichen Wurzeln von 

gleicher Grösse zählen dann nur jede&nal wie eine Wuvzd. 

Man braucht nicht einmal durch den Factor zu dividiren, 

denn wenn derselbe für den eingesetzten Werth positiv ist, 

kann er die Vorzeichen der Glieder nicht verändern, während 
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er, wenn er negativ ist, alle Vorzeichen der Beihe umkelirt, 
eine Veränderung, welche auf die Anzahl der Zeichenwechsel 
keinen Einfluss haben kann. 

Hat die gegebene Gleichung n*"* Grades lauter reelle und 
ungleich grosse Wurzeln, so muss die Reihe n+l Glieder 
erhalten, welche fiir x = — OO lauter Zeichenwechsel, für 
X = + CO lauter Zeichenfolgen geben. Die Bedingung hier- 
fiir ist, dass jede der Functionen mit einem Gliede mit posi- 
tivem Coefficienten anfängt. 

Setzt man x = — OO und x = in die Sturmsche Reihe 
ein, so findet man die Anzahl der negativen Wurzeln einer 
Gleichung; durch Einsetzen von x = und x = + oo findet 
man die Anzahl der positiven Wurzeln; die fehlenden Wur- 
zeln sind dann cömplex. 

Beisp. 1. 

X« + 3x* — 4x8 +6x« 4- 12x — 18 = 0. 
Man erhält, wenn man positive Factoren fortlässt: 



f(x) = x6 +3x*-4x» +6x2 ^ I2x — 18 

4- f (x) = X» + 2x8 _ 2x8 +-2x + 2 
o 

f3(x)i= — X* +2x8 — 4x» — lOx + 18 

fg (x) = — x8 + lOx» — 119 

f^ (x) = 84x3 —9x — 170 

fg (x)=: 2267 X — 2402 



Für X = — CXD hat man vier, für x == drei, und für 
X == -J- OG zwei Zeichenwechsel. Die Gleichung hat also 
eine negative, eine positive und vier complexe Wurzeln. 



— OO 


+ 00 
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+ 


— 


— 


+ 


+ 


— 




+ 


+ 
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+ 






+ 




+ 


+ 


+ 



Beisp. 2. 



x8 + ax + b=:0. 

f(x) = x8 + ax + b 
f'(x) = 3x> + a 
fj(x) = — 2ax — 3b 
f3(x) = — 4a8 — 27b«. 



13 
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Die Bedingangen ftlr drei reelle Wurzeln sind ein nega- 
tives a und 

4b» +27b«<0, 

von denen die erste in der letzten miteinbegriflfen ist; ist 
diese erfüllt, erhält man für x = 

b, a, —3b, +, 

wo die drei ersten immer einen Zeichenwechsel und eine 
Zeichenfolge geben; man hat also zwei positive und eine 
negative Wurzel, wenn b positiv ist, zwei negative und eine 
positive, wenn b negativ ist. 



An^vendung des Sturmschen Satzes auf 

eomplexe ^A/'urzeln. 

110. Es ist firüher gezeigt worden, dass eine Gleichung 

f(z)=0 

mit reellen oder imaginären Coefficienten, wenn man 
setzt, sich in zwei andere 

A:=0 und B = 

theilt, welche als die Gleichungen zweier Curven aufgefasst 
werden können, deren Durchschnittspankte, die Wurzel- 
punkte, die Wurzeln der Gleichung darstellen. Es soll ver- 
sucht werden, die Anzahl solcher Wurzelpunkte zu bestimmen, 
welche innerhalb einer gegebenen geschlossenen Curve belegen 
sind ; der Einfachheit wegen mag es genügen, die Anzahl der 
Wurzeln in einem Ejreise zu suchen, dessen Badius r und 
dessen Mittelpunkt durch die Coordinaten a, b gegeben ist. 
Die Gleichung dieses Kreises kann ersetzt werden durch die 
beiden Gleichungen 



x = a + r 



1-t« _ 2t 
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welche durch Eliminatioii von t eben die Gleichung des 
Kreises geben. 

Die Ejeisperipherie wird dann in einer bestimmten Umlaufs- 
richtung durchlaufen, wenn man t von — OO bis -f OD 
wachsen lässt. Zufolge des Satzes von Cauchy wird die An- 
zahl der Wurzelpunkte innerhalb des Kreises halb so gross 
sein wie der Unterschied zwischen den beiden Zahlen, welche 
angeben, wie oft AB vom Positiven zum Negativen übergeht 
und umgekehrt, wenn man die Curve A passirt. Diese Zahlen 
sind dieselben wie die, welche, wenn A und B hinter ein- 
ander mit ihren Vorzeichen geschrieben werden, angeben, 
wie oft beim Passiren von A eine Zeichenfolge in einen 
Zeichenwechsel und wie oft ein Zeichenwechsel in eine 
Zeichenfolge übergeht. 

Nun führe man in A und B für x und y t ein und mul- 
tipKcire beide mit derselben Grösse, so dass man zwei relativ 
prime ganze Polynome in t bekommt; aus diesen bilde man 
eine Reihe wie früher aus f(x) und f (x), und untersuche 
darauf, wie viele Zeichenwechsel diese Reihe verliert, wenn 
t von — OO zu + OO übergeht. Weil die Reihe so ge- 
bildet ist, dass ein Glied, wenn es gleich Null wird, zwischen 
zwei Gliedern mit verschiedenen Vorzeichen liegt, während 
das letzte Glied der Reihe sein Vorzeichen nicht verändern 
kann, müssen die verlorenen (oder gewonnenen) Zeichen- 
wechsel allein von den Stellen herrühren, wo das erste Glied 
der Reihe durch Null hindurchgeht. Die Anzahl der ver- 
lorenen Zeichenwechsel giebt also den Unterschied zwischen 
der Anzahl Male an, wo das Product der beiden ersten 
Glieder der Reihe vom Negativen zum Positiven, und der 
Anzahl Male, wo es vom Positiven zum Negativen übergeht, 
während das erste Glied durch Null hindurch geht. Da nun 
der Umstand, dass A und B mit derselben Grösse multipli- 
cirt worden sind, nicht das Vorzeichen ihres Productes ver- 
ändern kann, so sieht man, dass für jeden Wur2:el]mnkt inner- 
halb des Kreises zwei Zeichenwechsd verloren (oder gewonnen) 
werden. 



13* 
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Absonderung der reellen "Wurzeln. 

111. Nach dem Vorhergehenden lässt sich leicht ent- 
scheiden, ob zwischen zwei gegebenen Zahlen eine gerade 
oder ungerade Anzahl Wurzeln liegt. Bevor man aber zur 
numerischen Berechnung der Wurzeln schreiten kann, muss 
man solche Intervalle bestimmen, innerhalb welcher die 
Wurzeln einzeln belegen sind. In besonderen Fällen kann 
eine Wurzel ohne Schwierigkeit abgesondert werden; wenn 
z. B. alle Glieder von f (x) mit Ausnahme des letzten positiv 
sind, hat die Gleichung nur eine positive Wurzel, und diese 
ist also vollständig abgesondert; setzt man für x 

1, 10, 100... 

ein, so kann man zwei von diesen Zahlen bestimmen, zwischen 
welchen die Wurzel liegt, und man kann dann femer durch 
Probiren die Grenzen einschränken bis man die beiden auf 
einander folgenden ganzen Zahlen gefunden hat, zwischen 
denen die Wurzel liegt. Die Anzahl der Versuche lässt sich 
vermindern, indem man durch eine der früher angegebenen 
Methoden zuerst die obere und untere Grenze der Wurzel 
bestimmt. 

Eine sichere aber sehr mühsame Methode für die Ab- 
sonderung der Wurzeln ist von Waring und später von La- 
grange angegeben worden. Man bildet die der Gleichung 
entsprechende Gleichung der quadrirten Wurzeldiflferenzen. 
Für diese Gleichung bestimmt man die untere Grenze der 
positiven Wurzeln; diese sei a ; dann hat man für zwei be- 
liebige reelle Wurzeln der gegebenen Gleichung 

Bildet man nun eine beliebige Differenzenreihe mit der 
Differenz v*^j z. B. 

80 kann zwischen zwei Gliedern dieser Reihe nicht mehr 
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als eine Wurzel der gegebene Gleichung liegen, denn, wenn 
es zwei wären, müsste ihre Differenz kleiner als ^/~äi sein. 

Die Methode setzt natürlich voraus, dass man zuerst die 
Gleichung von gleichen Wurzeln befreit, da man im ent- 
gegengesetzten Falle a =» erhalten würde. 

Diese Methode kann allerdings so verändert werden, dass 
man nur nöthig hat das letzte Glied der Gleichung der qua- 
drirten Wurzeldifferenzen zu bilden ; von einer genaueren Aus- 
führung kann hier aber abgesehen werden, da der Satz von 
Sturm die Möglichkeit bietet, die Wurzeln auf leichtere 
Weise abzusondern. 

Um die Wurzeln abzusondern bilde man die Sturmsche 
Keüie und setze für x eine Reihe Werthe ein, zwischen 
welchen man neue einschaltet, bis man beim Uebergange 
von einem Werthe zu dem nächst höheren nur einen Zeichen- 
wechsel verliert; die Wurzeln sind dann vollständig abgeson- 
dert, und die Grenzen können dann durch blosses Probiren 
an der gegebenen Gleichung enger gemacht werden. 



Beisp. 



X* + x» — 4x2 — 4x + 1 = 0. 



Die Reihe wird 



x* + x8--4x2 — 4x + 1 
4x8 + 3x2 — 8x — 4 
7x2 +8x — 4 
4x + 5 

+ 



— oo 


-2 


1 





+ 1 


+ 2 


+ 


+ 


+ 


+ 


— 


+ 




— 


+ 


— 


— 


+ 


+ 


+ 


— 




+ 
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— 




+ 
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+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 



Die Tabelle zeigt, dass beim Uebergange von — 2 zu 

— 1, von zu 1 und von 1 zu 2 beziehungsweise 2, 1 und 
1 Zeichenwechsel verloren werden. Die Gleichung hat also 
vier reelle Wurzeln, von denen die beiden positiven voll- 
ständig abgesondert sind; um die beiden Wurzeln zwischen 

3 ' 

— 2 und — 1 abzusondern, setze man x = ^ in die ge- 



— 198 — 

gebene Gleichung ein, wodurch man ein negatives Resultat 
erhält; die eine negative Wurzel liegt also zwischen — 1 
und — 1, 5, die andere zwischen — 1,5 und — 2. 



Methode von Fourier. 

112. Mit Hülfe des Sturmschen Satzes kann man aller- 
dings mit vollkommener Sicherheit die Wurzeln absondern, 
aber die Rechnungen werden bei dieser Methode auch leicht 
sehr beschwerlich; es kann z. B. sehr leicht eintreffen, dass 
man bei einer Gleichung 6ten oder 7ten Grades mit sehr 
einfachen Coefficienten zu Zahlen von 50 und mehr Ziffern 
gelangt; in der Praxis sucht man sich deshalb oft dadurch 
zu helfen, dass man den Satz von Budan auf eine von 
Fourier angegebene Weise benutzt. 

Man wird sich erinnern, dass die von Budan benutzte 
Reihe 

f(x), f'(x), r(x)... 

war, dass diese Reihe ebenso wie die von Sturm benutzt wird, 
aber dass sie durch den Verlust von Zeichenwechseln nur 
eine obere Grenze für die Anzahl der reellen Wurzeln, welche 
man passirt hat, angiebt. Man verliert nämlich nicht nur 
jedesmal einen Zeichenwechsel, wenn f (x) durch Null hin- 
durchgeht, sondern man verliert jedesmal zwei Zeichen- 
wechsel, wenn ein anderes Glied der Reihe durch Null 
hindurchgeht und gleichzeitig zwischen zwei Gliedern mit 
gleichen Vorzeichen liegt. Da man nun beim Uebergange 
von — CO zu 4" OO n Zeichenwechsel verliert, wenn die 
Gleichung vom n*®** Grade ist, muss die Gleichung zwei com- 
plexe Wurzeln für jede zwei Zeichenwechsel haben, welche 
verloren werden, wenn f ' (x) und f " (x) und die folgenden 
durch Null hindurchgehen. Man kann deshalb mit Sicherheit 
schliessen, dass, wenn man beim Uebergange von x = a zu 
x==b keinen Zeichenwechsel verliert, die Gleichung keine 
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Wurzeln zwischen a und b hat, und dass die Gleichung eine 
Wurzel zwischen a und b hat, wenn man einen Zeichen- 
wechsel verliert; verliert man dagegen zwei Zeichenwechsel, 
so kann das entweder bedeuten, dass die Gleichung zwei com- 
plexe, oder dass sie zwei reelle Wurzeln zwischen a und b hat. 

113. Nun nehme man an, dass man ein Intervall ge- 
funden habe, innerhalb dessen nur zwei Zeichenwechsel ver- 
loren würden, und dass dieses bei den drei ersten Gliedern 
der Reihe geschehe; dann hat man, wenn f(x) für die beiden 
Grenzen a und ß (ß > a) des Intervalls positiv ist, 



f(a)f'(a)r(a) 

4- — + 



f(ß)f'(ß)r(ß). 

+ + + 



Da in dem übrigen Theil der Heihe keine Zeichen- 
wechsel verloren werden, kann f"(x) = keine Wurzeln 
zwischen a und ß haben, f' (x) ist also innerhalb des gan- 
zen Intervalles positiv; wenn nun auch f(x) innerhalb des 
ganzen Intervalles positiv ist, muss der Verlust von Zeichen- 
wechseln angeben, dass zwei complexe Wurzeln vorhanden 
sind. Wie das allgemein entschieden werden kann, wird 
anschaulicher durch eine geometrische Betrachtung. 

Da die Durchschnittspunkte der Curve 

mit der x-Axe eben durch die gegebene Gleichung bestimmt 
werden, gilt es zu entscheiden, ob zwischen x =* a und x = ß 
zwei oder keine Durchschnittspunkte vorhanden sind. Da 
f ' (x) das Vorzeichen wechselt, während f " (x) innerhalb des 
Intervalles positiv ist, so existirt innerhalb desselben ein Mini- 
mum und die Concavität ist nach oben gewendet ; die beiden Fälle 
werden also durch die nebenstehenden Figuren repräsentirt, 
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von denen die erste dem Falle entspricht, wo zwei complexe 
Wurzeln, die zweite dem, wo zwei reelle Wurzeln vorhanden 
sind. Schneiden sich nun die Tangenten an die beiden 
Grrenzpunkte oberhalb der Axe, so muss man bestimmt com- 
plexe Wurzeln haben, während man den entgegesetzten Schluss 
nicht machen darf. Es müssen also complexe Wurzeln vor- 
handen sein, sobald ATi+TB>AB, dass heisst, sobald 

^(P> '^*)>ß-a (1) 



f'(P) f'(a) 

Man darf, wie gesagt, nicht schliessen, dass die Wurzeln 
reell sind, sobald der Durchschnittspunkt der Tangenten 
unterhalb der Axe feilt, aber man sieht, dass, wenn die 
Wurzeln complex sind, man immer a und ß einander so weit 
wird nähern können, dass der Durchschnittspunkt oberhalb 
der Axe feilt. Man theilt deshalb das Intervall zwischen a 
und ß so lange, bis tnan die Bedingung (1) erfüllt bekommt, 
oder bis statt des Verlustes von zwei Zeichenwechseln zwei- 
mal ein Verlust von einem Zeichenwechsel erfolgt ; im ersten 
Falle hat man complexe, im zweiten reelle Wurzeln. Natür- 
lich ist dabei vorausgesetzt, dass keine gleichen Wurzeln 
vorhanden sind. 

114. Nun kann man den allgemeinen Fall betrachten 
und annehmen, dass die Beihe beim U ebergange von a zu 
ß d Zeichenwechsel verliere; lässt man das erste Glied 
aus, das heisst, betrachtet man f'(x)«=»0 als die gegebene 
Gleichung, so verliert man d| Zeichenwechsel, für f " (x) = 
verliert man dj Zeichenwechsel u. s. w. Zwei auf einander 
folgende d müssen dann gleich gross sein, oder ihr Unter- 
schied muss 1 betragen. Fourier nennt dp den f^> (x) ent- 
sprechenden Index. 

Nun nehme man den ersten Index der Beihe, welcher 1 
ist ; derselbe sei dp. f^P^ (x) = hat dann eine reelle Wurzel 
zwischen a und ß. Der vorhergehende Index muss 2 sein, 
denn wäre er 0, müsste schon ein Index 1 vorhergehen; der 
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nacMolgeiide Index kann 2, 1 oder sein; ist er 2 oder 1, 
kann das Intervall immer in kleinere getheilt werden, so 
dass das Intervall, welches die Wurzel von fö>> (x) =» ent- 
hält, keine Wurzel von f^+^)(x) = enthält; für die übrigen 
Intervalle hat man dann 

d =0, 

und der erste Index 1 ist dann weiter links in der Beihe zu 
suchen ; man hat also nur nöthig den Fall zu betrachten , wo 

dp^i = 2, dp = l, dp_^i = 0. 

Dieser Fall stimmt mit dem in 113 betrachteten überein, 
und man kann dann auf die dort angegebene Weise ent- 
scheiden, ob die beiden Wurzeln von 

f (P-*> (x) = 

reell oder complex sind; sind sie reell, so kann man das Inter- 
vall in zwei theilen, von denen jedes eine Wurzel enthält, 
und da jedes von diesen den Index 1 erhält, kann man auf 
dieselbe Weise fortfahren; sind sie complex, so müssen die 
beiden Zeichenwechsel dadurch verloren sein, dass eine der 
folgenden Functionen, indem sie durch Null hindurchgeht, 
zwischen zwei anderen mit gleichen Vorzeichen liegt; die 
gegebene Gleichung muss dann auch zwei complexe Wurzeln 
haben, und lässt man diese von der Betrachtung aus, kann 
man 2 von jedem Index in dem Theil der Reihe, welcher 
noch zu untersuchen ist, abziehen. Yer&hrt man auf diese 
Weise, kann man also nach und nach den ersten Index 1 
weiter nach einem früheren Gliede der Reihe zurückschieben; 
ist er bis an das erste Glied der Reihe geschoben, ist die 
Wurzel abgesondert. 

Beisp. 

x5 — 6x* — 16x» + 12x8— 9x — 5 = 0. 
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Man hat 

f(x) = x»— 6x* — 16x» + 12x» — 9x — 6 
f'(x) = 6x* — aOx» — 48x« +24X-9 

A f " (x) = 5x» — 16x« — 24x + 6 
JL f '" (x) = 6x« — lOx - 8 

Die obere Grenze der Wurzeln ist 8. Für das Interrall 
von bis 8 hat man einen Verlust von drei Zeichenwechselti, 
von denen zwei von bis 1, der eine von 7 bis 8 verloren 
wird. Eine Wurzel ist also zwischen 7 und 8 abgesondert, 
während das Intervall von bis 1 genauer untersucht werden 
muss. Die Vorzeichen der S.eihe sind 

x = 0; + + 

x = l; +, 

wenn man als — liest; dann hat man 

dl = 2, d, = l, d3=0 



und 



r(l) f (0) _3 3 ^ 
f " (1) f" (0) ~ 7 "^ 8 ^ ' 



SO dass man die Grenzen enger machen muss; man setze 
also ß = -^ und erhält 



+» 



woraus man sieht, dass die Zeichenwechsel von bis -^ ver- 
loren werden; nun findet man 



IUI _ 



f ' (0) 1 



> 



(0)- 2' 



woraus hervorgeht, dass die beiden Wurzeln complex sind. 
Die Gleichung hat ausserdem zwei negative Wurzeln, von 
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denen die eine zwischen — 3 und — 2, die andere zwischen 
— 1 und abgesondert wird. 

115. Die complexen Wurzeln können durch die in 110 
angegebene Methode abgesondert werden, oder dadurch, dass 
man den dort angewendeten Kreis einmal durch zwei der 
y-Axe parallele Gerade ersetzt, wodurch der reelle Theil der 
Wurzeln abgesondert wird, dann durch zwei der x-Axe paral- 
lele Gerade, wodurch der iniaginäre Theil abgesondert wird. 



Satz von NeAvton. 

116. Newton hat einen Satz ohne Beweis aufgestellt, 
welcher später von Sylvester bewiesen und erweitert worden 
ist, der eine Correction für die durch Budan*s Satz bestimmte 
Anzahl Wurzeln innerhalb gegebener Grenzen abgiebt. 

Mit Budan's Reihe wird eine andere Reihe verbunden, 
welche der ersteren Glied für Glied entspricht. Wenn man 
in der ersten Reihe einen Zeichenwechsel hat, während die 
entsprechenden Glieder der zweiten Reihe eine Zeichen- 
folge geben, so hat man eine sogenannte Variation-Permanenz, 
die für die Folge mit V-P*) bezeichnet werden soll. 

Wenn f (x) = vom n*®^ Grade ist, sind die beiden Reihen 

f(x), f»(x) 

f'(x), (f'(x))^-k,f(x)r(x) 

r(x), (r(x)/-k,f'(x)r'(x) 



f (P) (x), (f (P) (x))" - kp f(P--i) (x) f(P+i) (x) 



(1) 



*) Es hätte sicli leicht ein entsprechender deutscher Ausdruck 
finden lassen, etwa Wechsel-Folge = W-F; doch schien es, namentlich 
mit Rücksicht auf nichtdeutsche Leser, passend, die hier gewählte 
Abkürzung V-P beizubehalten. 
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__ n — p-f 1 
n — p 



kp=^-=^^^. (2) 



Der Kürze wegen soll f^)(x) mit fp bezeichnet werden. 

Es soll nun untersucht werden, welche Veränderungen 
mit den V-P dieser Reihen vorgehen können, wenn x von 
einem niedrigeren Werthe zu einem höheren übergeht; zu 
bemerken ist, dass 

2-kp = ^, (3) 

und zuerst werde angenommen, dass zwei auf einander fol- 
genden Glieder nicht gleichzeitig Null werden können. 

Die Anzahl von V-P kann nur verändert werden, wenn 
ein Glied io einer der beiden Beihen durch Null hindurch 
geht; beispielsweise möge das mit fp der Fall sein; die Ver- 
änderung findet dann statt bei den Gliedern 

p' ^ P S'p-i^p+i' 

W' ^%+i "" ^p+1 ^p w«» 

wo die Vorzeichen in der zweiten Reihe für fp == 

+ ± + 
sind. 

Hier kann also nur V-P sein, wenn das mittlere Zeichen 
+ ist, wenn also fp-i und fp+i verschiedene Vorzeichen 
haben ; in diesem Falle sind in der ersten Reihe ein Zeichen- 
wechsel und eine Zeichenfolge, so dass in den drei Paar 
Gliedern eine V-P ist, sowohl bevor als auch nachdem fp 
Null geworden ist. 

Dies gilt nicht, wenn f (x) durch Null hindurchgeht; in 
der ersten Reihe geht dann ein Zeichenwechsel in eine 
Zeichenfolge über, während die beiden ersten Glieder der 
zweiten Reihe beide positiv sind und also eine Zeichenfolge 
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bilden; hier wird also jedesmal eine V-P verloren, sobald 
X durch eine Wurzel der gegebenen Gleichung hindurchgeht, 
während keine Aenderung in der Anzahl von V-P hervor- 
gebracht wird, sobald das zweite Grlied der ersten Reihe Null 
wird. 

Es bleibt noch zu untersuchen, ob die Anzahl der V-P 
dadurch verändert werden kann, dass die Glieder der zweiten 
Reihe durch Null hindurchgehen. Für die abgeleitete Func- 
tion von Pp — kp fp-i fp+i = Tp erhält man 

(^ ~" ^p) ^p *p+i ~ ^p ^p-i *P+3' 

aber für Tp = ist 



^p *p-i — f , , 
p+i 

und da 2 — kp =• -r — --, so kann die abgeleitete Function 

Äp-i-i 

in der Form 

n 

geschrieben werden, wo die Grösse in den B^lammem eben das 
nächste Glied der Reihe, Tp+i, ist; man sieht also, dass das 
Glied Tp, wenn der Werth von x, für welchen es Null wird, einen 
hinreichend kleinen Zuwachs erhält, dasselbe Vorzeichen hat wie 

T^Vi^ W 

*p+i 

Tp kann nur das Vorzeichen wechseln, wenn fp— i und 
fp+i dasselbe Vorzeichen haben; fp muss also das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben, wenn hier eine V-P ist. Die 
erste Reihe hat also die Zeichen 

+ — + oder — + — , 

f 
SO dass ^ ^ negativ ist und Tp folglich dasselbe Vorzeichen 

ip+i 
erhält wie 
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Für ein negatives h, das heisst, bevor Tp durch Null 
hindurchgeht, bilden deshalb Tp und Tp+i eine Zeichen- 
folge, welche für ein positives h in einen Zeichenwechsel 
übergeht; hier wird deshalb eine V-P verloren; wenn Tp+i 
dasselbe Vorzeichen hat wie Tp^j, wird auch zwischen Tp_i 
und Tp eine Zeichenfolge verloren, während im entgegen- 
gesetzten Falle eine gewonnen wird. Man verliert also eine 
V-P för jede Wurzel vonf(x), durch welche man hindurch- 
geht y, und jedesmal zwei, wenn ein Glied der zweiten Reihe, 
indem es durch Null hindurchgeht, zvischen zwei Gliedern 
mit denselben Vorzeichen liegt, wahrend gleichzeitig das ent- 
sprechende Olied der ersten Reihe mit dem vorangehenden und 
nachfolgenden Zeichenwechsd bildet.- 

117. Es wurde vorausgesetzt, dass zwei Glieder nicht 
gleichzeitig Null werden können; ^werden zwei derselben 
gleichzeitig Null, so müssen die Coefficienten eine gewisse 
Bedingungsgleichung befriedigen, und man kann deshalb 
durch eine unendlich kleine Aenderung der Coefficienten 
diesen Fall auf den vorhergehenden zurückfuhren; diese 
Aenderung kann das Vorzeichen für irgend ein Glied der 
ßeihe nicht verändern, sobald man nur dafür sorgt, dass 
durch die eingesetzten Grenzwerthe kein Glied gleich Null 
werden kann. Da nun die kleine Aenderung, wenn die 
Gleichung keine gleichen Wurzeln hat, die Anzahl der reellen 
Wurzeln innerhalb des Intervalles nicht verändern kann, 
giebt die Methode auch in diesem Falle eine obere Grenze 
für diese Anzahl. 

Der Fall, wo ein Werth von x gleichzeitig f(x), 
f ' (x) . . . f (P^ (x) zum Verschwinden bringt, weil p + 1 Wur- 
zeln gleich sind, muss besonders untersucht werden; man 
findet dann, wie bei dem Satze von Budan, dass die erste 
Reihe p Zeichenwechsel verliert; angenommen fp+i sei posi- 
tiv; die erste Reihe 

f (x) f ' (X) . . . f^P-^) (x) f(P) (x) f<P+i) (X) 

geht dann von 



— 207 — 
über zu 

Die zweite Reihe erhält in den p + 1 ersten Griiedem 
für X — h lauter Zeichenfolgen; eines dieser Glieder sei 



f9 Ir f f 



aber für x = h ist 



hP— '+^ _ llP-r+2 

'r+i ~"^+ 'p+i (p — r) ! ' 

so dass das Vorzeichen des Gliedes dasselbe wird wie das von 

1 K 



[(p-r + l)!J2 (p_r + 2)!(p-r)! 

oder von 

p — r + 2 n — r + l 
p — r +1 n — r ' 

der letzte Ausdruck ist aber, da n > p, positiv für jedes r. 
Die beiden Reihen beginnen also für x — h mit pV-P, 
welche alle verloren werden, wenn man die p übereinstim- 
menden Wurzeln passirt. Der Satz gilt also auch für gleiche 
Wurzeln. 

118. Was kp betrifft, so wurde in der Entwicklung nur 
die Gleichung 

benutzt, indem vorausgesetzt, wurde, dass kp positiv sei ; diese 
Bedingungen werden ebenso gut erfüllt, wenn man 

k — IQ — P + 1 
P m — p 

setzt, worin m>n; wenn m ohne Grenze wächst, ist der 
Werth dieses Ausdrucks 1. 
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Beisp. 



zft — 8x« + 2x» — 8x« + 8x — 25 = 0. 
f ' (X) = 6x* - 12x» + 6x« — 16x + 3; 
f" (X) = 20x» — 36x« + 12x — 16 ; 
f'"(x)=60x«-.72x + 12; 
f'^(x) = iaOx — 72; 
f^(x) = 120; 

die Wurzeln liegen zwischen und 4; für x=»0 erhält man 

— 26 +8—16 +12—72 +120 

+ - + - + +, 

wo die untere Beihe die Zeichen darstellt, welche den Grlie- 
dem T angehören; fiir x = 4 erhält man lauter Zeichen- 
folgen in der ersten Reihe und braucht deshalb nicht die 
Zeichen in der zweiten zu bestimmen; für x = hat man 
eine V-P, flir x = 4 keine ; da die Gleichung keine nega- 
tiven Wurzeln hat, hat sie also eine reelle und vier complexe 
Wurzeln. 



119. In Vorstehendem wurden die verlorenen V- P 
betrachtet, imi eine Grenze fiir die Anzahl der passirten 
Wurzeln zu finden; die Darstellung weicht dadurch etwas 
von derjenigen Sylvester's ab, welcher die- Doppelzeichen- 
folgen (Doppelpermanenzen) P-P betrachtet; da beide Be- 
trachtungen zusammengefasst werden müssen, soll untersucht 
werden, wie viele P-P gewonnen werden, wenn x von 
einem Werthe bis zu einem anderen wächst. 

Wenn f (x) durch Null hindurchgeht, geht immer eine V-P 
in eine P^P über, so dass es hier gleichgültig ist, ob man die 
verlorene V-P oder die gewonnene P-P betrachtet; wenn ein 
anderes Glied der ersten Reihe, fp, durch Null hindurchgeht, 
während die beiden einschliessenden Glieder verschiedene 
Zeichen haben, so sind die drei Glieder der zweiten Reihe posi- 
tiv, so dass nur eine V-P und eine P-P ihren Platz wechseln; 
haben die beiden einschliessenden Glieder dasselbe Zeichen, 
bilden die drei Glieder der zweiten Reihe zwei Zeichen- 
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Wechsel, so dass es auch in diesem Falle gleichgültig ist, ob 
man V-P oder P-P betrachtet. 

Wenn Tp das Vorzeichen wechselt, haben fp_i und fp^i 
dasselbe Zeichen, so dass die erste Reihe zwei Zeichenwechsel 
oder zwei Zeichenfolgen hat. Falls nun Tp_-i und Tp+i ver- 
schiedene Zeichen haben, findet nur eine Aenderung der 
Reihenfolge statt; es bleibt also nur der Fall zu betrachten 
übrig, wo Tp-i und Tp+i dasselbe Zeichen haben während 
Tp durch Null hindurchgeht. 

Falls die erste Reihe zwei Zeichenfolgen hat, zeigt (4), 
dass Tp, nachdem es durch Null hindurchgegangen ist, 
dasselbe Zeichen wie Tp4.i bekommt; hier gehen also zwei 
P-V in zwei P-P über. 

Hat die erste Reihe zwei Zeichenwechsel, so zeigt (4), 
dass in der zweiten Reihe zwei Zeichenfolgen in zwei 
Zeichenwechsel übergehen; in diesem Falle gehen also zwei 
V-P in zwei V-V über; man kann deshalb den oben- 
stehenden Satz durch folgenden ergänzen: 

Wenn x wächst , wird jedesmal eine P-P gewonnen^ 
sobald X durch eine Wurzel der gegebenen Gleichung hindurch- 
geht, und jedesmal zwei P-P, sobald ein Glied der zweiten 
Reihe verschwindet wahrend die einschliessenden Glieder 
dasselbe Zeichen haben und die drei entsprechenden Glieder 
der ersten Reihe zwei Zeichenfolgen bilden. 

120. Auf diese Weise hat man also zwei obere Grenzen 
für . die Anzahl der reellen. Wurzeln und kann zwischen 
diesen die niedrigste wählen. Dass dieses Bedeutung haben 
kann, sieht man am besten an dem obenstehenden Beispiel, 
wo man für x = keine P-P erhält, während man für 
x = 4 deren 5 bekommt; hier würde also Sylvester's Satz 
5 positive Wurzeln geben, während die Anwendung desselben 
in der veränderten Form 1 Wurzel giebt. 

Um die ganze Anzahl der reellen Wurzeln einer Gleichung 

zu bestimmen, kann man — OO und + OO einsetzen; man 

muss deshalb in jedem Gliede der zweiten Reihe das Glied 

mit dem höchsten Exponenten bestimmen ; ohne bei der hier- 

14 
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für nöthigen Keclinung zu verweilen möge nur bemerkt wer- 
den, dass in Tp die beiden Glieder mit dem höchsten Expo- 
nenten fortfallen, so dass das Glied, welches benutzt werden 
soll, einen geraden Exponenten erhält; nach Unterdrückung 
eines positiven Factors wird der Coeffici'ent desselben 

ai»-T^a„ (6) 

wenn die Gleichung 

f(x) = x° + aiX°-^ + ajjx"-* + ... = (7) 

Falls nun 



2n 
n — 1 



^i^>- ^»2» 



würden die Vorzeichen der zweiten Reihe alle + werden, 
sowohl für z = — CX5 als auch fiir x = + OO ; ist 

werden alle Vorzeichen — , mit Ausnahme des ersten und 
letzten, welche + sind; im ersten Falle gewinnt man also 
n P-P, oder man verliert n V-P, und die Methode ge- 
währt also keinerlei Aufschluss; im zweiten Falle zeigt die 
Methode, dass die Gleichung zwei complexe Wurzeln hat. 
Nur zwei solcher Wurzeln hönnen deshalb durch einen der 
Sätze nachgewiesen werden; um ein besseres Resultat zu 
erhalten, muss man das Intervall in kleinere theilen, und für 
jedes* von diesen denjenigen der beiden Sätze benutzen, 
welcher die niedrigste Grenze für die Anzahl der reellen 
Wurzeln giebt. 

Für x = erhält man aus (7) 

hieraus folgt dann 

Tp = (P !)» a Vp - \LV (P - 1) Kp + 1) ! »a-p-i »a-p+i , 
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oder, wenn der positive Factor (pl)^ entfernt wird, 



gültig für alle Glieder mit Ausnahme des ersten und letzten, 
welche positiv sind. 

Es war nur dieser Fall, welchen Newton betrachtete, und 
für welchen er seinen Satz ohne Beweis gab; die beiden 
Reihen werden dann, wenn man die Glieder in umgekehrter 
Reihenfolge nimmt und positive Factoren auslässt 



2 (n - 2) *i ^«' *» 3(n-3) 



+ ' *i^ ■" ^ZIT *2» »2^ — 2L_2^ *i ^8' *8^ "" qL a( »9 »4 



Angenommen , hier wären q P - P. Für x = — OO 
giebt es keine P - P ; also hat die Gleichung nicht mehr 
negative Wurzeln, als die beiden Reihen P-P haben (q); 
femer nehme man an, dass die beiden Reihen g, V-P hätten; 
für x=c>0 giebt es keine V-P; also hat die Gleichung 
nicht mehr positive Wurzdn, als die beiden Reihen V-P 
haben (qj). Hieraus kann man wiederum schliessen, dass 
die Gleichung wenigstens ebenso viele comptexe Wurzdn hat, 
me die zweite Reihe Zeichenwechsel (n — q — g,^. 

Indem Newton auf diese Weise P-P für ein negatives 
X, dagegen V-P für ein positives x benutzt, erhält er in 
der Regel eine genauere Bestimmung der Anzahl der reellen 
Wurzeln als Sylvester; bei dem oben angeführten Beispiel 
zeigt beispielsweise der Satz von Newton, dass hier nur 1 
positive Wurzel vorhanden ist, während man, wenn man Syl- 
vester folgend nur P-P benutzt, 5 solcher Wurzeln be- 
kommt, dieselbe Anzahl, welche der Satz von Descartes 
geben würde. 



14* 
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Erweiterung des Satzes von Deseartes. 

121. In Folgendem soll nun gezeigt werden, wie man 
durch eine von der obenstellenden ganz verschiedene Be- 
trachtung zu einer Bestimmung der Anzahl der Wurzeln 
gelangen kann, welche sehr genau mit der vorigen überein- 
stimmt; nur in einzelnen Fällen steht sie etwas vor derselben 
zurück, während sie oft besser ist und mit grosser Leichtig- 
keit angewendet wird. 

Bei dem Beweise des Satzes von Deseartes wurde früher 
gezeigt, dass man durch Einführung einer positiven Wurzel 
in die Gleichung die Anzahl der Zeichenwechsel um wenig- 
stens 1 vermehrt. Falls mehr als 1 Zeichenwechsel durch 
die Multiplication eingeführt wird, muss die Anzahl der 
Zeichenfolgen vermindert werden, und man erhält so eine 
genauere Bestimmung der Anzahl der negativen Wurzeln, da 
diese durch Einführung der positiven Wurzel nicht ver- 
ändert wird. 

Wenn der erste negative Coefficient der Gleichung — ap 
ist, wird die durch Multiplication mit x — a erhaltene neue 
Gleichung, wenn man die Glieder derselben einzeln unter 
die Glieder der gegebenen schreibt, an derselben Stelle ein 
negatives Glied erhalten; dann würde es darauf ankommen, 
ob man a so wählen könnte, dass einige der vorhergehenden 
Zeichenfolgen in Zeichenwechsel übergehen würden; man 
erhält nun durch Multiplication von 

mit X — a 

x"+» + (a, - a) X» . . . + (ap_i - aa^,_j) x-'-i'+ä - m x»-P+i , (2) 

WO m positiv ist; nun setze man 

- = K (3) 



^r-l 
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Die Zeichen in der neuen Gleichung werden dann die- 
selben wie die fiir 

1, kl — a, ka — a, . . . k^_^ — a, — . . . 

Der erste positive Coefficient nach — ap sei aq, der erste 
dann folgende negative sei — ar u. s. w. ; für diese Theile 
der Reihe erhält man dann dieselben Zeichen wie für 

' * P+l' * P+2» • • • * '^q— 1» 

+ » \^1 — a» \+2 — «..-. kr_i - a, 
) * ^r+l» * ^r-t-2' • • • * — ^s— 1 



• • • 



Falls nun die in jeder Gruppe vorkommenden Quotienten 
k an Grösse abnehmen, ist es gleichgültig, welchen Werth 
man a beilegt; man kann dann die Zeichenwechsel ver- 
schieben, aber nicht ihre Anzahl vermehren; im entgegen- 
gesetzten Falle muss immer ein Werth von a, welcher 
zwischen dem grössten und kleinsten k einer Gruppe liegt, 
die Anzahl der Zeichenfolgen vermindern; man bestimmt 
leicht den Werth von a, für welchen die grösstmögliche An- 
zahl Zeichenfolgen in Zeichenwechsel übergeht; die neue 
Gleichung kann dann auf dieselbe Weise behandelt werden 
und so fährt man fort, bis man zu einer Gleichung gelangt 
ist, in der die Quotienten k in jeder Gruppe abnehmend 
sind. Die Grenze für die Anzahl der positiven Wurzeln 
wird dann auf dieselbe Weise bestimmt, nachdem x mit — x 
vertauscht worden ist. 

Beisp. 

X» + X' + 4x» + 8x» —X* — 7x8 — 22x2 ^ 152x— 460 = 0. 

22 
14 2 ^ 

Die Zahlen geben die Werthe von k an ; setzt man a = 3, 
so gehen die ersten drei Zeichenfolgen in Zeichenwechsel 
über, und man erhält dann nur Zeichenfolgen in 

— 4x» — 26x6— 4x* — X» .|. ._ 
4 26 4 ' 
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woraus die neue Gruppe von Zeichen 



26 4 1 



60 dass man für 



T>^>i- 



nur 1 Zeichenfolge erhält; die Gleichung hat also nur 1 
negative Wurzel. 

Der Satz von Newton giebt 



+ + + + + — 

+ — + + + + + + +, 



also drei P-P. 



Um die Anzahl der positiven Wurzeln zu finden, wird x 
mit — X vertauscht; man erhält dann 

x8 — x^ + 4x«— 8x» — X* + 7x» — 22xa — 152x — 450 = 0. 

Bei den letzten Zeichenfolgen ist der Quotient abneh- 
mend, so dass man durch eine Multiplication diese Zeichen- 
folgen nicht entfernen kann; das Resultat ist also, dass die 
Gleichung 1 oder 3 positive Wurzeln enthält, ebenso wie es 
durch den Satz von Newton gefunden wird. 



Zweites Kapitel. 

Berechnung der Wurzeln in numerischen Gleichungen. 



Bestimmung der rationalen ^Vurzeln. 

122. Eine Gleiclmiig mit gebrochenen Coefficienten kann, 
wie früher in 42 gezeigt worden, immer in eine andere um- 
gewandelt werden, deren Coefficienten ganze Zahlen sind und 
deren erstes Glied den Coefficienten 1 hat. In der Folge 
wird diese Umwandlung immer als geschehen vorausgesetzt. 

Mne Gleichung, deren erstes Glied den Coefficienten 1 hat, 
tvährend die übrigen Coefficienten ganze Zahlen sind, kann 
keine rationale Wurzel haben, welche gebrochen ist. 

Die Gleichung sei 

x" + »1 x"-» + a, X»-» + . . . + a„ = (1) 

Wenn der irreduotible Bruch -*- eine Wurzel dieser 

q 

Gleichung ist, muss man haben 



;^=-(«x^+''.-^+-+«'n) 



q'- \ q" * q- 
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oder 

^ = _ (ai p— ^ + «, P-« q + . . . + a„ q-'), 

aber das ist unmöglich, da der Bruch auf der linken Seite 
des Gleichheitszeichens irreductibel ist, während sich auf der 
rechten Seiten eine ganze Zahl befindet. 

123. Soll man also die rationalen Wurzeln einer Gleichung 
bestimmen, so kann man derselben auf die früher angegebene 
Weise ganze Coefficienten verschaffen; die rationalen Wur- 
zeln der Gleichung müssen dann ganze Zahlen sein; wie 
man diese durch einige Versuche bestimmen kann, wird in 
Folgendem gezeigt werden. 

Die Gleichung (1) sei die gegebene und t sei die ganze 
Zahl, welche eine Wurzel derselben ist; dann hat man 

e + ai f^^i + aat"^-^ + . .. -I- a^gt« + a„_it + a„ = 0, 

woraus hervorgeht, dass t ein Factor von an sein muss; man 
mache dann die Probe mit den verschiedenen Factoren von 
an, sowohl positiv wie negativ genommen; wenn keiner von 
diesen die Gleichung befriedigt, so hat dieselbe keine ratio- 
nale Wurzel. 

Um mit dem Factor t die Probe zu machen, dividire 
man die obenstehende Gleichung durch denselben, und erhält 
dann, wenn man 

setzt, 

woraus folgt, dass an— i + qn— i durch t theilbar sein muss; 
bezeichnet man den Quotienten mit qn-s, so sieht man auf 
dieselbe Weise, dass an_2 + qn-2 durch t theilbsu* sein muss ; 
zuletzt erhält man dann 

l + qo=0. 
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Sobald während des Verlaufs der Rechnung einer der 
Quotienten q gebrochen wird, kann der Werth, mit welchem 
man die Probe macht, keine Wurzel sein; sind dagegen alle 
Quotienten ganze Zahlen, und schliesst man mit q© "^ — ^i 
so hat man eine Wurzel gefunden, und bei der Art und Weise, 
wie hier die Rechnung angeordnet ist, ist zugleich der der 
Wurzel entsprechende Factor entfernt worden; der Quotient 
wird nämHch 



! n— 1 ^ ^n— 2 „ ^u-3 



sein, da diese Grösse durch Multiplication mit x — t 

x" - (qi + t) x»~l . . . + (tqp_j - qp) x^"? . . . + tq„., . 

wird; es wurde aber 

^P + ^p = * ^P-i 
gesetzt, so dass 

tqp_i-qp = ap. 

Wie man am besten bei der Rechnung zu verfahren hat, 
wird durch das folgende Beispiel ersichtlich. 

Beisp. 

x6_-47x* +423x8 — 140x8 + 1243x + 420 = 0. 

Man mache z. B. die Probe mit x = 3 und erhält 



— 140x2+ 1213 x + 420. 

451 140 

311 1353 

3 geht nicht auf in 311 und kann deshalb keine Wurzel 
sein; versucht man mit 12, so erhält man 

1 —47 423 —140 1213 420. 
— 1 35 —3 104 35 



-r-12 420 —36 1248 
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Man sieht hieraus, dass 12 eine Wurzel ist und dass die 
Division durch x — 12 

X* — 36x» + 3x« — 104x — 36 = 0. 
giebt. 

Die Probe mit 35 giebt 

1 __35 3 —104 —36, 

— 1 —3 — 1 

— 36 —106 

und somit gelangt man zu der Gleichung 

X» +3x + 1 = 0, 

welche keine rationalen Wurzeln hat. 

Um das Probiren auf ein möglichst geringes Mass ein- 
zuschränken, muss man erst die Grenzen der Wurzeln be- 
stimmen; man vermeidet dadurch die Factoren von a^, welche 
ausserhalb der Grenzen liegen; femer ist zu beachten, dass, 
wenn f(x) theilbar ist durch x — -t, auch die Quotienten 

f(l) f(-l) f(2) f(-2) 



t — 1' t + 1 ' t — 2' t + 2 

ganze Zahlen werden müssen; die kleineren Factoren — 1, 
-f- 1 • • . berücksichtigt man durch Einsetzen in die Gleichung; 
dadurch erhält man bei dem obenstehenden Beispiel 

f(— 1) = — 1404; f(l) = 1870. 

Man hat also nicht nöthig, mit dem Factor 10 die Probe 
zu machen, da 1404 nicht theilbar ist durch 11; dagegen 
muss man — 10 versuchen, da 1404 durch 9 und 1870 durch 
11 theilbar ist; hat man zugleich 

f(2) = 4940 

berechnet, welches nicht theilbar ist durch 12, so sieht man, 
dass — 10 keine Wurzel sein kann. 
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Interpolation. 

124. Nachdem man eine Wurzel abgesondert hat, ist es 
nothwendig die Grenzen derselben einander möglichst zu 
nähern, ehe man die eigentliche Berechnung in Angriff 
nimmt; dies kann dadurch geschehen, dass man Werthe von 
X, welche zwischen den beiden Grenzen liegen, in f (x) ein- 
setzt, da man dann aus dem Vorzeichen von f (x) schliessen 
kann, innerhalb welches der beiden Intervalle, worin das erste 
Intervall getheilt ist, die Wurzel belegen ist. A\if diese 
Weise kann man fortfahren bis man die Grenzen einander 
so nahe gebracht hat, wie man wünscht; aber, obgleich diese 
Methode einfach genug erscheint, wird man dieselbe in der 
Praxis sehr beschwerlich finden; man schlägt deshalb einen 
anderen Weg ein, der leichter zum Ziele fahrt . 

125. Differenzen einer Fu)idian. Es seien 

eine Reihe von Grössen, die durch ein oder das andere Ge- 
setz bestimmt werden; dann setzt man 

^n+i — ^n = Au„ (1) 

und nennt diese Grösse die erste Differem von Un; auf ähn- 
liche Weise werden zweite, dritte u. s. w. Differenzen gebildet, 
nämlich 

Au„4.i~Au^ = A"u„, (2) 

A" u^+i — A* n^ = A" u^ U.8.W. 

Hieraus erhält man 

A« u„ = A u„_l_i — A u„ 
= ^n+a — Ml 

- ^n+l + ^n 



^ 
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Wie man sieht, werden die Coefficienten auf dieselbe 
Weise gebildet wie die Coefficienten beim Potenziren von 
a — b; man bat deshalb allgemein 

A'' u„ = u„^p - ^ u„_^p_^ + P^P-^^> u„^p^, ... + (- 1)P u,. (3) 

Man sieht hieraus, wie jede Differenz durch die Glieder 
der Reihe ausgedrückt werden kann; umgekehrt kann jedes 
Glied durch das erste Glied und dessen Differenzen aus- 
gedrückt werden; man hat nämlich 



woraus 



aber 



also 



femer ist 



iii = iio + A Uo- 



Aui = Auo + A^Uo, 



Ua = ui + Aui, 



U2 = Uo +2AUo + A^Uo; 



U»==U2 + AUj 

= Uo + 2Auo + A^Uo 

+ Auo+2A^Uo + A«Uo 
= Uo + 3 A Uo + 3 A^ Uo + A» Uo- 

Hier sieht man, dass die Coefficienten wie beim Poten- 
ziren von a-f-b gebildet werden; man hat also allgemein 

Up = uo + -f- Auo + ^^^"^^^ A" uo + . . . + A^ uo (4) 

126. Differenzen ganzer Functionen. Sei 

u=:f (X) =ao x° + ai x^-^ + (5) 
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eine ganze Function von x, in welcher x nach und nach die 
Werthe 

Xqi Xq + h, Xq + 2h, . . . Xß + nh 

beigelegt werden; die entsprechenden Werthe der Function 
mögen durch 

bezeichnet werden. 

Dann hat man 

Au=:f(x + h)-f(x)=.naox'^-^h + ..., (6) 

woraus hervorgeht, dass /\u um einen Grad niedriger ist 
als u ; ^^ u ist dann um zwei Grade niedriger und hat als 
erstes Glied n (n — 1) ao x°~^ h- u. s. w. ; hieraus folgt, dass, 
wenn eine Fundimi vom n^''" Orade ist, ihre n^*^ Differenzen 
constant sein werden, nämlich 

A"u=.n!aoh" (7) 

Noch höhere Differenzen werden alle Null. Eine Eeilie, 
deren n'^ Differenzen constant sind, heisst eine Differenzen- 
reihe w""*" Ordnung, 

Beisp. 

f(x) = x*; h = l; x^ = 1- 

Uo Ui Ua U3 u^ . . . 
• 1 16 81 256 625 .. . 

Auo Aui Aua Aus • • • 
15 65 175 369 .. . 

A'Uo A^Ui A^Ua . . . 

50 110 194 .. . 

A'^Uo A'ui . . . 

60 84 . . . 

A*Uo . . . 
24 . . . 

Man hat nun z. B. zufolge (4) und (3) 

u 5 = 1 + 5 . 16 + 10 . 60 + 10 . 60 + 6 . 24 = 1296 = 6* 
A* Uo = 1 — 4 . 16 + 6 . 81 — 4 . 266 + 626 = 24 
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127. Substitution aequidistanter Werthe von x in f(x). 
Wenn man eine Reihe äquidistanter Werthe von x in f (x) 
einsetzen soll, hat man nur nöthig, n auf einander folgende 
Werthe einzusetzen; mit Hülfe dieser kann man durch eine 
Keihe Subtractionen die DifiFerenzen finden und man kann 
dann durch einfache Additionen die Werthe der Fimction für 
die übrigen Glieder der Reihe bestimmen. 

Die gegebene Function sei z. B. 

u = x« — 6x -f 6, 

welche für x= 1, 2, 3 . . . berechnet werden soll; dann hat 
man, wenn Xq = 1, für 

x = l, x = 2 und x = 3 

u Au A^u A'u 

2 2 

4 ,^ 12 6. 

18 ^^ 

Wie man weiss, ist 6 die letzte Differenz. Die Reihe 
für ^^ u kann also nach oben und nach unten ergänzt wer- 
den, da zwei auf einander folgende Glieder die Differenz 
6 haben; nun kann die vorhergehende Reihe gebildet werden, 
da man die Differenz für je zwei Glieder kennt u. s. w.; man 
erhält also für ^^ u 

6, 12, 18, 

und daraxif für /\ u 

-4, 2, 14, 32, 

wodurch endlich die Reihe von u 

6, 2, 4, 18, 50 

wird, so dass man 

f(0) = 6; f(4)=60 
gefunden hat. 
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128. Bestimmung vonf(x) mit Hülfe ihrer Werthe för 
n + 1 aequidistante Werthe von x. Schreibt man die Fonnel 
(4) in der Fonn 



^> 



= Uo + ^Auo + ^-^-2^A«Uo+... 



. p(p — l)...(p — n + 1) AD.. 

• • • T 1 Q O - ^ llo» 



1.2.3.. .n 
und setzt 



P = 



X — Xo 



h ' 

während man fiir Uq, A^o, A^ i^o • • • ^® ^^^^h u = f(x) 
bestimmten Ausdrücke nimmt, so erhält man 

u — u I ^--^0 Auq (x-Xo)(x — Xp-h) A'Uq , 



1.2 h» 

h 

. (3C — ^o)(x — Xo^h)...(x — Xq — [n — l]h) A°Qo ,gx 

1.2.. .n h° 

Da die Formel fiir alle ganzen Werthe von p gilt, gilt 
sie auch fiir 

X = Xq, X = Xp 4- h, X = Xq + 2h, . . . x = Xq + nh. 

Bezeichnet man den Ausdruck auf der rechten Seite des 
Gleichheitszeichens mit F(x), sieht man also, dass der 
Gleichung 

f(x) = F(x) 

durch n + 1 Werthe von x Genüge 'geleistet wird ; da nun 
diese Gleichung höchstens vom n*®" Grade ist, muss dieselbe 
identisch sein, und man hat also f (x) mit Hülfe der n + 1 
gegebenen Werthe gefunden. 

Beisp. Es soll eine Function dritten Grades bestimmt 
werden, welche fiir x=l, x = 2, x = 3, x=='4 beziehungs- 
weise die Werthe 5, 11, 13 und 21 hat. 

Man hat 

5 11 13 21 

6 2 8 

— 4+6 

10 
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also 

Uo = 5, Auo=6, A3uo = — 4, A»Uo = 10, h=:l; 
folglich ist 
f(x) = 6 + 6(x~l)~2(x-l)(x — 2)+|-(x-l)(x-2)(x— 3). 

129. Interpolation. Mit Hülfe der entwickelten Sätze 
kann man nun die früher gestellte Aufgabe lösen, die darin 
bestand, die Werthe einer Function für Werthe von x zu 
berechnen, welche zwischen den früher benutzten liegen. Ge- 
wöhnlich theilt man h in eine gewisse Anzahl gleich grosser 
Theile; man setzt dann beispielsweise 

h = qhi, 

und erhält dann die x = Xq -f- mh, entsprechenden Werthe der 
Function mit Hülfe von (8), wonach 



wonn 



^ __ m (m — q) (m — 2 q) . . . (m — [k -- 1] q) /gx 



'^ 1 . 2 ; 3 . . . k . q^ 

Setzt man z. B. h= 1, h, =-777, so erhält man 
^ _ m (m — 10) (m — 20) ... (m — 10 [k — 1]) 



k 



1 . 2 . 3 . . . k . 10^ 



(10) 



Um f (xq +mh,) zu berechnen setzt man indessen nicht 
die Werthe von m in Ak ein, sondern man berechnet die 
Differenzen der Function, welche dem neuen Intervall ent- 
sprechen; man hat dann, wenn man diese mit 8 bezeichnet, 



«0 =^0 



5uo =:SAi Auo +öAa A- Uo + h A^ /^^ u^ +... 
8» Uo = 69 A2 A^ uo + S» A3 A'» Uo + . . . 

88Uo= 88A3 A»Uo +..., 

da 

8uo=0, 5» Ai=0, 8» Ag = 58 Air=0 u. s. w., 

weil Uo, Aj, A2 . . . mit Bezug auf m beziehungsweise von 
den Graden 0, 1, 2 . . . sind. In den Ausdrücken auf der 
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rechten Seite muss man den Ug entsprechenden Werth neh- 
men, also m = 0; man hat nun fttr q = 10 



m 



A, = -j^;8Ai=0,l 



A, = ™/'^ J ; S A, = - 0.045, 8« A, = 0,01 
^^^m(m-im^-20). 8A.=0,0286,8.A. = -0,009,6.A.=0; 



In der oben bestimmten Function war 



Ui=:5, Auo = 6, A»Uo = -4, A^Uo^lO, 



also 



§8 U« = 



6 . 0,1 + 4 . 0,045 + 10 . 0,0286 = 1,065, 
— 4 . 0,01 — 10 . 0,009 = — 0,13, 
10 . 0,001 = 0,01. 



Man berechnet dann die Werthe der Function für 

X = 1,1, X = 1,2 ... X r= 1,9 

indem man folgende Tabelle entwirft: 



u 



§u 



58u 



68u 



1,0 

1,1 
1,2 

1,3 
1,4 
1,5 
1,6 
1.7 
1,8 
1,9 
2,0 



5,000 


1,065 


-0,13 


6,065 


0,9ao 


0,12 


7,000 


0,815 


-0,11 


7,815 


0,705 


0,10 


8,520 


0,605 


— 0,09 


9,125 


0,515 


-0,08 


9,640 


0,435 


— 0,07 


10,075 


0,365 


-0,06 


10,440 


0,305 


- 0,05 


10,745 


0,255 




11,000 







0,01 
0,01 
0,01 
0,01 
0,01 
0,01 
0,01 
0,01 



Wenn man diese Tabelle nach oben vervollständigt, findet 
man, dass die Function für einen Werth von x, der zwischen 
0,6 und 0,7. liegt, gleich Null wird. 



15 
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Newton's Näherungs-Methode. 

130. Angenommen, eine Wurzel der Gleichung f (x) «=» 
sei zwischen zwei nahe beisammen liegenden Grenzen a und 
b, wo a •< b, abgesondert. Wenn man x =» a setzt, wird man 
einen Fehler X| begehen, welcher bestimmt wird durch die 
Gleichung 

f(a + Xi) = oder = f(a) + f (a)Xi +i-r(a)Xia + ... 

Da X, hier sehr klein ist, werden im Allgemeinen die 
Glieder, welche Xj*, x,* u. s. w. enthalten, klein sein im 
Verhältniss zu dem Gliede, welches Xj enthält. Newton 
vernachlässigt deshalb die Glieder, welche höhere Potenzen 
von X, enthalten, und setzt 



oder 



= f(a) + f'(a)xi alßox, = -ii^ 



x-a--i^- ' (1) 



man erhält dadurch einen neuen Näherungswerth, der in der 
Regel genauer sein wird als der erste; aus diesem wird ein 
neuer auf dieselbe Weise abgeleitet u. s. w. 

Beisp. 

x8 — 2x — 5 = 0. 

Die Gleichung hat eine Wurzel zwischen 2 und 2,1. 
Man hat 

f(x) = x» — 2x — 5 
f'(x) = 3x» — 2. 

Setzt man a = 2, erhält man 

nun ist 

f (2,1) = 0,061 ;f' (2,1) = 11,23, 
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woraus 



X =r 2,1 — 0,0064 =^ 2,0946 ; 



hieraus erhalt mm. wieder 

X = 2,0946 — ^^^^ = 2,0846 — 0,000048617 r= 2<094561483. 

131. Mängd der Methode. Newton's Methode wird mit 
ziemlicher Leichtigkeit angewendet, aber sie kann nicht 
immer mit Sicherheit benutzt werden, da es sich ereignen 
kann, dass die hinzugefügte Verbesserung den Fehler grösser 
anstatt kleiner macht; man übersieht die Verhältnisse leicht 
mit Hülfe der früher angewendeten geometrischen Betrachtung; 
man soll den Durchschnittspunkt der Curve y = f (x) mit der 





Axe bestimmen und hat einen Funkt mit der Abscisse a 
gefunden, welcher in der Nähe des Durchschnittspunktes 
liegt; Newton's Mel^ode stimmt nun mit der überein, 
wonach man statt der Curve die Tangente an den Funkt 
nimmt, dessen Abscisse a ist ; diese Tangente bat nämlich die 
Gleichung 

y-f(a) = f'(a)(x-a), 

und der Durchschmttspunkt derselben mit der Axe wird 
bestimmt durch y = 0, woraus 



x = a — 



f(a) 
f'(a)' 



übereinstimmend mit Newton's Formel; man sieht indessen 
leicht, dass der Durchschnittspunkt der Tangente mit der 
Axe weiter von dem gesuchten Durchschnittspunkt entfernt 



15^ 
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Gklit man von diesen Grenzwerthen aus, so erhält man 
wie oben 

a, = 2,094561483 
und ausserdem 

bj = 2,0946 — 0,000048628 = 2,094661472. 



Methode von Lagrarige. 

133. Nachdem eine Wurzel zwischen zwei auf einander 
folgenden ganzen Zahlen a und a + 1 abgesondert ist, setze man 

x = a + 



»1 



und bilde die Gleichung in Xi. Falls die gesuchte Wurzel 
negativ ist, vertausche man erst x mit — x. 

Wenn nun die gegebene Gleichung nur eine Wurzel 
zwischen a und a 4" 1 hat, erhält die transformirte Gleichung 
nur eine positive Wurzel grösser als 1; diese wird zwischen 
zwei ganzen Zahlen b und b -f- 1 abgesondert, und darauf 
setze man 

Durch wiederholte Anwendung dieser Methode erhält man 
die gesuchte Wurzel ausgedrückt durch den Kettenbruch 

1 

x = a + 



b + 1 



Hat die gegebene Gleichung mehrere Wurzeln zwischen 
a und a + 1, so bekommt die transformirte Gleichung mehrere 
Wurzeln grösser als 1; man muss dann mit jeder von diesen 
auf dieselbe Weise wie oben weiter rechnen. 
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Beisp. 



Man setze 



f(x)=:x» — 2x — 5 = 0. 



x = 2.+ -i 



und erhält, da 

f (X) = f (2) + f (2) J- + -J-r (2) ^ + 3^ 



— 1 + 10. 






8 * 



die transformirte Gleichung 

fi (xj) =xi» - lOxi» — 6xi — 1 = 0. 

Die positive Wurzel dieser Gleichung liegt zwisshen 10 
und 11; man setze also 

xi = 10+ ^ 



Xj, 



Nun ist 

fi(x) = x» — lOx«- 6x — 1 fi(10)== — 61 
f/(x)=3xa — 20x— 6 fi'(10)= + 94 

^f,"(x)=3x-10 lv'(10)= + 20, 

SO dass die neu transformirte Gleichung 

— 61xg» + 94xg« + 20x8 + 1 = 

wird, deren positive Wurzel zwischen 1 und 2 belegen ist; 
nunmehr liegt also die gesuchte Wurzel zwischen den beiden 
Kettenbrüchen 

2 + ^-=- und 2 + ^ 



10 + y 10 + -1 



oder zwischen 



23 ,44 

TT '^^^ 2r- 
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134. Die Methode führt im Allgemeinen nur mit Be- 
schwerlichkeit zu einem einigermassen genauen Resultat; 
Lagrange hat gezeigt, wie man den letzten Theil der Rech- 
nung ahkürzen kann; da man aher selbst mit diesen Ver- 
änderungen die Methode nicht mit Yortheil anwenden kann, 
so können dieselben füglich übergangen werden; dagegen soll 
gezeigt werden, wie die Methode ofk auf Grund der beson- 
deren Form der transformirten Gleichungen mit Yortheil mit 
einer anderen verbunden werden kann. 

Gegeben sei die oben gefundene Gleichung 
fj (xi) = Xj» — lOxi« - 6x1 — 1 = 0. 

Entwickelt man einen Bruch, welcher f | (x) zum Nenner 
hat, in eine recurrirende Beihe, muss diese Beihe von Con- 
vergenz zu Divergenz übergehen, wenn X| durch die gesuchte 
Wurzel hindurchgeht und dadurch den Bruch unendlich macht; 
man entwickele deshalb 



wo die Coefficienten bestimmt werden durch 

dadurch findet man nach und nach 

1, 10, 106, 1121, 11866, 126392, 1326177 . . . 

Zufolge eines Satzes von Cauchy convergirt das Verhält- 
niss zwischen zwei auf einander folgenden Gliedern einer Beihe, 
welche im üebergange von Convergenz zu Divergenz begriffen 
ist, nach 1; dieses Vefhältniss ist hier 



so dass das Yerhältniss 



*»+l 


1 


»n 


«/ 


»n 


l 



a. 



'*+i 
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sich nähern muss; durch Benutzung der beiden letzten 

berechneten Coefficienten erhält man bereits 

X = 2 -f ;^ = 2,0946514815. 

Berechnet man noch eihen Coefficienten, so werden dieser 
und der vorhergehende dieselben 10 Decimalstellen geben. 

• 135. Die hier benutzte Methode stimmt im Wesentlichen 
mit einer von Daniel Bemoulli angegebenen überein; diese 
besteht darin, dass man die symmetrischen Functionen der 
Wurzeln 

8jjj = Xj^ +^9 "i" Xg +... 
n TT m+1 , xn+1 , 

berechnet; ist nun Xi die grösste Wurzel, so wird man, für 
ein hinreichend grosses m, statt Sm und Sm+i deren erste 
Glieder nehmen können, so dass man erhält 



^1 — ~~z — • 



s 

8 



m 



Durch Benutzung von s_m und s_(m+i) kann man auf 
ähnliche Weise die kleinste Wurzel finden. 

Bedenkt man nun, dass 



f(x) X x" 



2 



so sieht man, dass die soeben angewendete Methode mit der 
von Bemoulli übereinstimmt, sobald man x f (x) zxmi Zähler 
nimmt. 

Diese Betrachtung zeigt, worauf es ankommt, um die 
Methode mit Vortheil benutzen zu können; damit alle übrigen 
Glieder sehr klein im Verhältniss zu Xj"* werden, darf keine 
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andere Wurzel nalie bei X| belegen sein, ebenso wie die 
Gleichung keine complezen Wurzeln haben darf, deren Mo- 
dulus nahe X| ist; wendet man die Methode an, um die 
grösste Wurzel einer Gleichung zu finden, und haben ein 
Paar complexer Wurzeln einen grösseren Modulus, so wird das 
y erhältniss zwischen zwei auf einander folgenden Coefficienten 
sich nicht irgend einem bestimmten Grenzwerthe näkem; 
sind nämlich die conjugirten complexen Wurzeln 

r (cos i i sin 0), 

8^ = 2r"*cosmO + ..., 

s^^i = 2r"+^ cos (m + 1) ö + . . .; 

aber, selbst wenn die folgenden Glieder yemachlässigt werden 
können, und also 

^-t>i _ ^ coB (m + 1) 9 
s_ 008 mö ' 



erhält man 



erhält man für ein wachsendes m keinen Grenzwerth. Man hat 
wohl auch in diesem Falle die ganze Eeihe benutzen wollen, 
aber ohne befriedigendes Resultat; die Anwendbarkeit der 
Methode bleibt deshalb auf den Fall beschränkt, wo es gelingt 
die Gleichung auf eine solche Form zu bringen, dass die für 
die Entwicklung benutzten Glieder der Belationsseala dasselbe 
Zeichen haben und ziemlich stark abnehmen; sie wird des- 
halb am Besten in Verbindung mit der Methode von Lagrange 
benutzt, welche im Allgemeinen bald zu einer Gleichung von 
der angegebenen Form fiihren wird. 

136. Es möge noch, ein Beiispiel betmchtöt werden, 
nämlich die Gleichung 

3t» — 7x + 7 = 0, 

welche zwei Wurzeln zwischen 1 und 2 hat; setzt man^ 



I 



I 
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so erhält man die Gleichung 

xi»— 4xi» +3xi + 1=0, 

welche eine Wurzel zwischen 1 und 2 und eine zweite zwi- 
schen 2 uud 3 hat; von diesen wird jede einzeln betrachtet; 
mit Kücksicht auf die letztere setze man 

woraus die G-leichung 

3ttf' + xa«— 2xj — 1 = 0, 
deren positive Wurzel Zwischen 1 und 2 liegt; also setse man 

wodurch 

x,'<-3x,Ä-.4x3-I = 0; 

die positive Wurzel dieser Gleichung liegt zwisohen 4 md 5; 
endlich setze man 

wodurch die transformirte Gleichung 

X48 — 20x4» — 9x4 — 1=0 

wird; hier ist die Relationsscala 

20, 9, 1, 

und mit HtLife dieser berechnet man die Coettoienten 

1, 20, 409, 8361, 170921, 3494078, ... 
Setzt man nun 



3404078 
80 hat man 



^*"" 170921 ' 



x = H- 



2 + -i 



l + -i 



4-f-L 

»4 
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oder 

19.3494078 + 4.170921 , «KAftORft 

*- 14.8494078 + 3.170921 - 1»»Ö68968 . . ., 

WO alle angeführten Decimalstellen richtig sind. 

137. Neben der Methode von Bemoulli ist noch die von 

GräfPe zu erwähnen. Diese besteht darin, dass man x = V 7 
setzt und die Wurzelzeichen fortschafiPt, wodurch eine Gleichung 
gebildet wird, deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln der 
gegebenen sind; man fehrt nun auf dieselbe Weise fort, indem 
man mit den Logarithmen der Coefficienten rechnet; wenn 
eine neue Transformation die Logarithmen der Coefficienten 
doppelt so gross macht, so ist das ein Zeichen dafiir, dass 
die kleineren Wurzeln im Yerhältniss zu den grösseren als 
verschwindend betrachtet werden können^; es werde z. B. 
angenommen, dass die Wurzeln auf die 32ste Potenz erhoben 
worden wären und dadurch die Gleichung 

z" + ai z'*-^ + a» z''-^ + . . . = 

erhalten sei; dann setzt man 

Xi89xg«a = a2 
Xi»» Xg8« Xg»» = — ag u. 8. w., 

indem man überall nur das höchste Glied behält; man findet 
dadurch alle Wurzeln, falls dieselben reell sind, aber man hat 
dieselben Schwierigkeiten mit den complexen Wurzeln wie 
bei Bemoulli's Methode, welche auf dieselbe Idee gegründet 
ist. Das Detail der Methode kann deshalb übergangen werden. 



Methode von Horner. 

138. Homer's Methode stützt sich im Wesentlichen darauf, 
dass man aus einer gegebenen Gleichung eiijie andere bilden 
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kann, deren Wurzeln um eine gewisse Grösse kleiner sind 
als die Wurzeln der gegebenen Gleichung. Die Methode 
erhält indessen namentlich ihre Bedeutung dadurch, dass sie 
ein gleichmässiges und einfaches Verfahren zur Ausführung 
dieser Transformation angiebt. 

Die gegebene Gleichung sei 

f(x)=0; 

die Gleichung, deren Wurzeln um a kleiner sind, erhält man 
dann dadurch, dass man die gegebene Gleichung so umformt, 
dass X — a die neue Unbekannte wird; zu dem Zwecke setzt 
man 

f (x) = f (a + X — a)=f(a) + f'(a)(x — a) 

H- -^j^ (x -«)«... + (x-a)'*=.0. 

Hieraus ist ersichtlich, dass f (a) der Rest ist, welchen 
man erhält, wenn man f(x) durch x — a dividirt, f'(a) der 
Kest, welchen man bekommt, wenn man den erhaltenen Quo- 
tienten wiederum durch x — a dividirt u. s. w. ; durch wieder- 
holte Division mit x — a erhält man also alle Coefficienten 
der transformirten Gleichung. 

Zur Ausführung der Division mit x — a bedient man sich 
der Methode, durch welche ein Bruch in eine Reihe ent- 
wickelt wird ; die Relationsscala ist a ; ist nun der Dividendus 

ao x'' + ai x"-i + aa x"-^ + • • • + a^ 

und der Quotient . 

bo X— 1 + bi x^-2 + ba x^-^ . . + b^_, + ^^, 

so hat man 

bo = ao; K = ai +abo;. ba = aa +abi; ...bp = ap +abp_i... 

Man pflegt der Rechnung eine bestimmte Form zu geben ; 
um diese zu zeigen, mögen die Wurzeln der Gleichung 

3x» — X» + 4x« + 5x — 8 = 
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van 2 kleiner g^onaclit w^en; man erhiüt dann, wenn man 
nur die Coefficienten' sobreibt, 



8 





— 1 


+ 4 


+ 6 


— 8 


8 


6 


11 


26 


. 67 


106 


3 


12 


86 


96 


M9 




8 


18 


71 


288 






8 


24 


119 









8 80 

und die transformirte Gleichung wird also 

3x» + 30x* + 119x» + 2.38x« + 249x + 106 = 0. 

Die Multiplication mit 2 (a) und die Addition ist hier 
gleichzeitig ausgefiihrt worden; sind die Zahlen grösser, so 
dass diese Rechnung nicht mit Sicherheit im Kopfe gemacht 
werden kann, so thut man am besten das Product a bp unter 
ap+i zu schreiben und darauf zu addiren, wie es bei dem 
Beispiel weiter unten geschehen ist. 

MßSi bedient sich nun dieser Methode um nach und nach 
die Ziffern der Wurzel, eine aufs Mal, zu finden; liegt die 
Wurzel z. B. zwischen 2 und 3, so werden die Wurzeln 
um 2 kleiner gemacht; für die transformirte Qleidiung wird 
nun die erste Decimalstelle der Wurzel gesudbt, wozu man nur 
die beiden letzten Glieder benutzt; findet man nun^ dass 
diese z. B. 5 ist, wird die Wurzel um 0,5 kleiner gemacht, 
und nun kann man auf diese Weise fortfahren. Es kann sich 
ereignen, dass man einen zu grossen Werth för die gesuchte 
Decimale erhält; das wird sich dadurch zu erkennen geben, 
dass das letzte Glied der Gleichung bei der Transformation 
das Zeichen wechselt, weil eine der Wurzeln das Zeichen 
gewechselt hat; man muss dann zurückgehen und die nächst 
niedrigere Ziffer versuchen; ist die durch die beiden letzten 
Glieder bestimmte Ziffer zu klein, so wird das bald bemerkt 
werden, wenn man weiter rechnet. 

Als Beispiel möge die früher untersuchte Gleichung 

X» — 7x + 7 = 

dienen; es soll die Wurzel gesucht werden, welche zwischen 
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1,3 xmd 1,4 liegt; die Bechniing sieht dann folgendermassen 
aus: 




1 
2 

3 
0^ 
8,3 
0,3 
3,6 
0,3 
3,9 



— 7 

— 6 

— 4 

0,99 



8,01 
1,08 



+ 7 
+ 1 



— 0,903 
0,097 



— 1,93 



Die Wurzel ist nun um 1,3 kleiner gemacht worden; die 
nächste Ziffer wird bestimmt durch 

1,93 x = 0,097; x = 0,05; 
man macht deshalb jetzt die Wurzel um 0,05 kleiner: 



1 


3,9 


— 1,93 


0,097 


1 


0,05 


0,1976 


— 0,086626 




3,95 


1,7825 


0,010375 




0,05 


0,20 






4,00 


— 1,5325 






0,06 







4,05 
Die beiden letzten Grlieder geben nun die Ziffer 6; also 



4,06 


— 1,6325 


0,010376 


0,006 


0,024336 


0,009048984 


4,056 


— 1,508164 


0,001326016 


0,006 


0,024372 




4,062 


— 1,483792 




0,006 







4,068 
Büemach wird die nächste Ziffer 8 sein. 

139. Nachdem man auf solche Weise einige Ziffern ge- 
funden hat, kann man die folgenden durch eine abgekürzte 
Rechnung finden; man sieht nämlich, dass man, um die 
Ziffer 8 zu finden, nicht die vier letzten Decimalstellen der 
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beiden letzten Reihen nöthig hat; fär jede neue Ziffer, welche 
man sucht, streicht man deshalb die beiden letzten Decimal- 
stellen der ersten Reihe (hier von 4,068) und die ent- 
sprechende Any.ah1 in den übrigen Reihen; bei der Multi- 
plication berücksichtigt man die gestrichenen Ziffern, so dass 
man hier z. B. hat 

8 . 40(68) = 325 ; 

auf die Weise erhält man, wenn man die Nullen fortlässt: 

1 4,0(68) —1,483792 0,001326016 (8966) 

325 1184432 

— 1,48054 0,000141684 

4 — 133209 



— 1,4801 8376 

— 1,480 7401 

— 1,48 974 

888 
86 

Man erhält also auf diese Weise 

X = 1,3568957, 

WO die letzte Decimale erhöht worden ist; nach dem vorher- 
gehenden würde die letzte Decimale 8 sein. 



Berechnung der complexen ^Vurzeln. 

140. In 110 wurde gezeigt, dass die Absonderung der 
complexen Wurzeln erfolgen kann, indem man die Grenzen 
für den Modulus und das Argument der Wurzel sucht, oder 
indem man die Grenzen bestimmt, zwischen welchen der 
reelle und zwischen welchen der imaginäre Theil der Wurzel 
belegen ist; darauf kann man Newton's Methode benutzen 
um die Wurzel genauer zu bestimmen; im Allgemeinen wird 
die Rechnung aber sehr beschwerlich werden, da man nicht 
ohne genauere Untersuchung entscheiden kann, ob Newton's 
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Formel in Wirklichkeit näher an die gesuchte Wurzel heran- 
führt. Man pflegt desl^lb ein anderes Verfahren einzuschlagen, 
wodurch die Aufgabe darauf zurückgeführt wird, die reellen 
Wurzeln einer Hülfsgieichung zu bestimmen. 



Die Gleichung sei 



und man setze 



f(x) = 



x = y + iz. 



Dann erhält man 



z» „,„ _ z» i 



f(y) + f'(y)iz-r(y)^-r(y)y^...=0, 
welche Gleichung in die beiden anderen 



.f(y)-f"(y)T^ + f^y) t:^-— 



und 



f'(y)-f'"(y)-nJ:3- + ^'^(y>ir— -^^ 



zerfällt. 



Wird y aus diesen beiden Gleichungen eliminirt, so erhält 
man eine Gleichung in z, welche, da sie nur z mit geraden 
Exponenten enthält, auf den halben Grad reducirt werden 
kann. Durch eine der oben angegebenen Methoden bestimmt 
man nun die positiven Werthe von z^ ; ausserdem ist bekannt, 
dass die Elimination zu einer Gleichung führt, durch welche 
man y rational durch z^ ausgedrückt erhält, und welche also 
für jeden Werth von z^ den zugehörigen Werth von y giebt. 
Es wurde vorausgesetzt, dass die gegebene Gleichung reelle 
Coefficienten habe, und dass nur ein Paar conjugirter Wur- 
zeln denselben imaginären Theil- habe, so dass jedem Werthe 
von z^ nur ein Werth von y entspricht; sind zwei Paare 
conjugirter Wurzeln vorhanden, welche den gleichen imagi- 
nären Theil haben, wird y, nachdem z^ gefunden ist, durch 

16 
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eine Gleichung zweiten Grades bestimmt werden u. s. w., wie 
es bei der Eliminationstheorie gezeigt worden ist. 

Man wird die Bedeutung dieser Methode besser verstehen, 
wenn man sie von einer anderen Seite betrachtet; bezeichnet 
man ein Paar conjugirter Wurzeln mit x, und Xj, hat man. 

Xi=yi +izi, X8 = yi-izi, 

also 

yi = -9- (xi + xj), 

Zi = 4" (Xl Xg) . 

Die Gleichung in z^ wird also, nach einer geringen Ver- 
änderung, mit der Gleichung der quadrirten WurzeldiflFerenzen 
übereinstimmen; diese erhält eine negative Wurzel für 
jedes Paar conjugirter Wurzeln der gegebenen Gleichung, 
eine positive Wurzel für jede Combination von zwei reellen 
Wurzeln, und eine complexe Wurzel für jede Combination 
von einer reellen und einer complexen oder von zwei com- 
plexen nicht conjugirten Wurzeln der gegebenen Gleichung. 

Beisp. 

X* + ax2 + bx + = 0. 

Man erhält 

y* + ay« H-by + c — (öy« + a) z» +z* = 0, 
4y» + 2ay + b — 4yz2 = 0, 

woraus, durch Elimination von z^, 

^ . a ^ , a* — 4:C o b* ^ 

z — y + 2 ^ 4y' 

Für 

X* — X + 1 = 
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werden die beiden Gleichungen 



J''-iry^--är = ^'^ z« = y«- 



64-"' -j 4y' 

Setzt man y^ = -j-, so erhält man 

yS — 4v _ 1 — 0, 

oder, wenn die Wurzeln um 2 kleiner gemacht werden, 

Vi» +6vi» + 8vi — 1 = 0. 

Nun kann man die Entwicklung in eine recurrirende 
Keihe benutzen. Die Relationsscala ist 

8 6 1, 

wodurch man erhält 

1 8 70 609 5300 46124..., 



0,8726415 . . . 
.1849123 . . . 



y2 = 0,6287269 . . ., y = ± 0,727136 . . ., 

und daraus die vier Wurzeln 

— 0,727136. . . ±1.0,934092 . . . 
+ 0,727136 ... ± i . 0,430014 . . . 



«♦^ 
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VIERTER ABSCHNITT, 



UEBER SUBSTITUTIONEN. 



Erstes Kapitel. 

Ueber Substitutionen im Allgemeinen. 



Ordnung der Substitutionen. 

141. Aus einer Function von n Grössen kann man eine 
andere durch Vertauschung dieser Grössen bilden; so wird 



aus 



Xi + 2x3 + 3x» 



Xj + 2x3 + 3xi 



gebildet, wenn man Xj an die Stelle von Xj, Xj an die von 
X3 und X3 an die von Xj setzt. Die Operation, welche man 
ausführt, indem man auf solche Weise gewisse Buchstaben 
durch andere ersetzt, heisst eine Substitution; man bezeichnet 
dieselbe durch zwei Reihen Buchstaben, die so zu verstehen 
sind, dass jeder Buchstabe der unteren Reihe, wo er in der 
Function vorkommt, durch den Buchstaben ersetzt werden 
soll, welcher gerade darüber in der anderen Reihe steht. 
Die oben ausgeführte Substitution wird also 



/X3 Xj xa\ 



geschrieben. Da es nur darauf ankommt, welche Buchstaben 
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über einander stehen, kann man die Buclistaben der unteren 
Reihe in beliebiger Reihenfolge schreiben. 

Die allgemeine Bezeichnung für eine Substitution wird 
deshalb 



S 



=a:). 



wo A, und Ao zwei Permutationen der n Buchstaben be- 
deuten. Ao heisst der Nenner, A, der Zähler; der Buch- 
stabe, welcher bei der Substitution an die Stelle eines anderen 
kommt, soll der ÄUöser desselben heissen. 

Lässt man Aq unverändert, so können an Stelle yon A| 
nl verschiedene Permutationen gesetzt werden, und diese Zahl 
bestimmt deshalb die Anzahl der für n Buchstaben möglichen 
Substitutionen; von diesen wird die eine 



(i:). 



welche angiebt, dass alle Buchstaben an ihrer Stelle bleiben, 
und welche durch die Zahl 1 bezeichnet wird. 

Stehen in einer Substitution zwei gleiche Buchstaben über 
einander, so können dieselben ausgelassen werden; die Sub- 
stitution versetzt dann die Buchstaben, welche in ihr vor- 
kommen, und keine anderen. 

Schreibt man 

S Aq, 

so bedeutet das, dass die Substitution S auf die Permutation 
Aq angewendet werden soll; man hat dann 



(1:)a,=a,. 



Das Prodwt von zwei Substitutionen 

TS 
bezeichnet die Substitution, welche man ausführt, indem man 
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erst die Substitution S und darauf im Resultate die Substitu- 
tion T ausführt; man bat dann z. B. 



(i:)(i:)=a:) 



Im Allgemeinen ist die Reihenfolge der Pactoren hier 
nicht gleichgültig. 

Dass die Substitution S p Male ausgeftlhrt werden soll, 
wird durch 

SP 
bezeichnet; man hat deshalb 

indem man durch beide Ausdrücke bezeichnet, dass keine 
Vertauschung von Buchstaben stattfinden soll. 

Falls 

S = T, 

so ist auch, wie leicht ersichtlich 

SSi = TSi und SiS = SiT, 

so dass man beide Seiten einer Gleichung mit derselben 
Substitution multipliciren kann, indem man beiderseits den 
Factor rechts oder beiderseits links stellt. 

Beisp. Aus 
wird durch die Substitution 






X^ Xj 4- Xg Xj 

gebildet. 
Ist 

V^i Xa X^J ' 
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so 



wird 



OS — /^» *» ^1 ^«\ . T» = f^^ ^* ^^^ u. 8. w. 

142. Wenn man aus der Substitution S eine Reihe von 
Substitutionen 

1, S, S> . . . 

bildet, muss man, da die ganze mögliche Anzahl von Sub- 
stitutionen endlich ist, einmal zu einer Substitution kommen, 
welche man schon früher gehabt hat; beispielsweise werde 
angenommen, dass 

oder 

diese Gleichung zeigt, dass jede Permutation durch die Sub- 
stitution S^ unverändert bleibt, so dass man 

hat, woraus wiederum, wenn k eine beliebige ganze Zahl 
ist, folgt 

gkß + a^ga. 

daraus geht hervor, ,dass die Potenzen von S eine periodische 
Reihe bilden. 

Ist ^ der kleinste Werth, für welchen 8^ = 1, so sagt 
man, die Svhstitution sei von der Ordnung ß. 

Anstatt S^* schreibt man auch S^*; man hat dann 

S"*S* = 1. 

Man sieht leicht, dass, wenn a b in S ablöst, b a in 
S~^ ablösen wird. 
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S sei von der Ordnung ß und 

WO f der grösste gemeinschaftliche Faptor von ß und a ist, 
so dass ß, und a, relative Primzahlen sind, um die Ord- 
nung X der Suhstitution S^ zu bestimmen setze man dann 

(s*)^=i = s^^ 

woraus 

a a^ 

o 

hieraus geht hervor, dass ßi oder -^ der kleinste Werth für 
die ganze Zahl x ist; also: 

Wenn 8 von der Ordnung ß isf, wird 8^ von der Ord- 
nung -j- sein, wo f der grösste gemeinschaftliche Factor von 

a und ß ist; im Besonderen ist zu beachten, dass die 
beiden Substitutionen von derselben Ordnung sind, sobald a 
und ß prim zu einander sind. In diesem letzten Falle wer- 
den die Potenzen von S* dieselben Substitutionen wie die 
Potenzen von S, nur in einer anderen Breiheniblge, geben; 
setzt man nämlich 

so wird X durch die unbestimmte Gleichung 

ax — ßy==p 

bestimmt, welche, wie bekannt, immer eine Lösung hat, 
sobald a und ß prim zu einander sind. 



Beisp. Aus 



a /e a c b d\ _ /e a b d\ 

\a b c d e/ ~ \a b d e/ 
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erhält man 



S» 



_ /d e a b\ 

/bdea\ 
^ "" V* b d e/ ' 

g,_/abde\ 

SO dass diese Substitution von der vierten Ordnung ist; setzt 
man z. B. 



(S»)*=:S>=S*y+*, 



SO erhält man 



3x — 4yt=2; x=2; 



man hat auch 



Wird diese letzte Substitution auf die Function 

a» + Sab«— 2cde 

angewendet, so erhält man 

d» +8de»— 2cab. 



Cyelisehe Substitutionen. 

143. Eine Substitution heisst cydisch, wenn die darin 
vorkommenden Buchstaben in einer solchen Beihe aufgestellt 
werden können, dass jeder von ihnen durch die Substitution 
von dem nächsten, der letzte von dem ersten abgelöst wird; 
so ist in dem obigen Beispiel S cyclisch, wenn man c von 
der Betrachtung ausschliesst ; denn nimmt man die Beihe 

a e d b, 
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so wird eben jeder Buchstabe durch den folgenden ersetzt; 
eine solche Substitution wird auch durch eine Beihe von 
Buchstaben in Klammem bezeichnet; auf die Weise hat man 

S==f , , j = (abcde) = (bcdea)u. 8. w. 

Die Ordnung einer cydischen Svhstitution ist offenbar 
gleich der ÄmaJd der Buchstaben, weiche versetzt werden^ 
denn bei jedesmaliger Ausführung der Substitution wird ein 
Buchstabe des Zählers um einen Platz nach links gerückt; über 
a werden deshalb nach und nach b, c, d, e, a zu stehen kom- 
men, und wenn a über a steht, hat man die Substitution 1. 

144. Jede Substitution kann als ein Ptodudi von cydischen 
Substitutionen dargestettt werden. 

Man nehme nämlich einen beliebigen Buchstaben des 
Nenners; nimmt man nun dessen Ablöser, darauf wieder 
dessen Ablöser und so fort, bis man wieder den ersten Buch- 
staben tiiffl;, so bilden alle diese eine cyclische Substitution 
oder einen Cgdus der gegebenen Substitution; die übrig- 
gebliebenen Buchstaben werden dann auf dieselbe Weise 
behandelt. Eine Substitution von zwei Buchstaben heisst 
eine Transposition; sie bedeutet, dass zwei Buchstaben ver- 
tauscht werden sollen; ein Cyclus von einem Buchstaben 
kann ausgelassen werden. 

Aus 

^^ /hkdfbj agecimln\ 

\abcdefghijklmn/ 

■ 

erhält man demgemäss 

S = (ahg)(bkie)(cdfj)(lm)(n), 

wo der letzte Cyclus von einem Buchstaben fortgelassen 
werden kann. Es leuchtet ein, dass die Reihenfolge von 
solchen Cyclen und im Allgemeinen von Factoren, welche 
lauter verschiedene Buchstaben enthalten, gleichgültig ist. 
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146. Die Ordnung einer Substitution ist gleich dem 
kleinsten gemeinschaßlichen Vidfachen der Zahlen, welche die 
Ordnung der Cyden der Substitution angd>en. 

Ist nämlich 

S ::^= \Jq Cj (^2 • • • 

die in Cyclen zerlegte Substitution, und soll man 

haben, so muss dies, da die Cyclen verschiedene Buchstaben 
enthalten, mit sich fiihren, dass 

Oq = 1, Cj =z= 1, Cj = 1 . . . ; 

der kleinste Werth von x ist deshalb die kleinste Zahl, in 
welcher die Zahlen, welche die Ordnung der Cyclen angeben, 
aufgehen. 

Sind alle Cyclen von derselben Ordnung, so ist diese 
auch die Ordnung von S, und eine solche Substitution heisst 
regelmässig; dabei ist indessen wohl zu beachten, dass nacli 
der Voraussetzung derselbe Buchstabe nicht in zwei Cyclen 
vorkommen darf, (a b) (c d) ist regelmässig und von zweiter 
Ordnung, aber (a b) (b c) = (a b c) ist cyclisch von dritter 
Ordnung. 

146. Fdäs 8 cydisch von der Ordnung ß ist, wird 8^ 
regelmässig sein und aus f Cyden bestehen, u)enn f der grässte 
gemeinschaftliche Factor von ß und a ist; sind a und ß prim 

zu einander, so wird S* selber cyclisch. 

Ist nämlich 

b = (aj a^ . . • ag), 

SO wird hierin ap von ap^-i abgelöst werden; in S^ wird ap 

von ap^j und in S* von ap+a abgelöst werden; man kann 
also den Cyclus 
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bilden, wo ein grösserer Index als ß den Rest bezeichnet, 
den derselbe bei der Division mit ß giebt. Um zu ap zu 
gelangen, muss man deshalb 

p + xa=:p + yß oder x = -^ 

haben, wo x die Anzahl der Buchstaben des Cyclus darstellt ; 
sind nun a und ß prim zu einander, muss y = «, x = ß sein, 
so dass die erhaltene Substitution cyclisoh ist; ißt a = fa,, 

ß = fß,, muss y = -«- sein, also die Anzahl der Cyclen 

X 

Beisp. 

S =:(abcdef), 

S2 = (ace)(bdf), 

S» = (ad)(be)(cf), 
S* = (aec)(bfd), 

S6=r(afedcb), 

S« = 1. 

147. Jede regelmässige 8ubstitif,tion ist eine Potenz einer 
cydischen Siibstitution. 

Ist nämlich die regelmässige Substitution 

S = (»1 bi Ci . . . gl) (ag ba Cjj . . . ga) . . . (a^ b„ €„, . . . g„), 
und setzt man 

C = (a^ ag . . . a„j bi bg . . . b„j . . . gl gg . . . gj„) 

so ist offenbar 

148. Jede Substitution kann in primitive Faetoren zer- 
legt werden, das heisst • in solche Faetoren, deren Ordnung 
eine Primzahl oder eine Potenz einer Primzahl ist. 

Wenn S von der Ordnung n ist und 

n = aß, 
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wo a und ß prim zu einander sind, kann man nämlich immer 
zwei ganze Zahlen x und y von der Beschaffenheit finden, 
dass 

also 

Hier ist 

(S")P = 1; (sßy)« = l, 

so dass von den beiden Factoren der eine von der Ordnung ß, 
der andere von der Ordnung a ist. Diese Zerlegung kann 
nun so lange fortgesetzt werden, als die Ordnung in Fac- 
toren zerlegt werden kann, die prim zu einander sind, also 
bis die Ordnung jedes Factors eine Primzahl oder eine 
Potenz von einer Primzahl ist. 

Beisp. 

S = (abodef) 

ist von der Ordnung 2.3; dadurch erhält man 

wo 

S» = (a:d){be)(of), 

S* = (aec)(bfd). 



Ueber ähnliche und vertausehbare 

Substitutionen. 

149. Zwei Substitutionen heissen ähnlich, wenn sie aus 
gleich vielen Cyclen bestehen, und diese beziehungsweise 
gleich viele Buchstaben enthalten; zwei Substitutionen S und 
T heissen vertauschbar, wenn 

ST=:TS. 
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Die Substitution 

heisst die Traiisformirte von 8 durch Ä. 

160. Mne Substitution ist ihrer Transformirt&n ähfüich. 
Sei 

(a b c . . .) 

einer der Cyclen von S, und aj, bj, Ci ... seien die Buch- 
staben , welche a, b, c . . . in A ablösen. Bei Anwendung 
von A~* wird dann aj von a abgelöst werden, welches durch 
S wiederum von b abgelöst wird, und dieses wird wiederum 
durch A von bj abgelöst. In der Transformirten 

A S A~* 

wird also ai von bj abgelöst werden, also auch bi von 
Cj . . ., 80 dass einer der Cyclen 

(ai bi Ci . . .) 
wird. 

Die Transformirte durch A wird also aus S gebildet, 
indem man in den Cyclen von S die Buchstaben durch ihre 
Äblöser in Ä ersetzt. 

Beisp. 

S = (abcd); A = (ac)(bd); AS A-i = (c d ab). 

Ist 

S = (abc)(de), 

T = (dca)(be), 
wird 

T = ASA-i, 

wo 

A ^= (a d b c). 

Also: Wenn 8 und T ähnlich sind, kann inan immer 
eine Substitution Ä finden, durch welche S in T transformirt 

17 
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fvird; diese Substitution bildet man nämlich dadurch, dass 
man jeden Buchstaben in T zu dem Ablöser desjenigen macht, 
welcher auf dem entsprechenden Platze in S steht. 

161. Die beiden Produde, wdche aus zwei hdiebigen 
Substitutionen gebildet werden können, sind ähnlich. 

S T und T S sind ähnUch, weü 

ST = S(TS)S-i. 

152. Die Transfarmirte eines JProductes ist gleich dem 
Prodvicte der Transformirten der Factaren. 

A (ST) A-i = A S A-i A T A-i. 

153. Wenn zwei Substitutionen vertauscht iverden können^ 
können ihre Transfortnirten auch vertauscht werden, denn aus 

ST=:TS 

folgt 

ASA-iATA-i=:ATA-iASA-i. 

154. Wenn die Substitutionen S und T vertauscht wer- 
den können, hat man 

ST = TS oder S = TST-i, 

so dass S unverändert bleiben muss, wenn sie durch T trans- 
formirt wird. Da man diese Transformation ausführt, indem 
man T auf die Oyclen von S anwendet (150), so müssen 
diese durch die Transformation entweder unverändert bleiben 
oder unter einander vertauscht werden. Der erste Fall tritt 
ein, wenn die Buchstaben des Cyclus nicht in T vorkommen, 
oder wenn eine Potenz des Cyclus ein Factor von T ist, so 
dass der Cyclus nur mit einem anderen Buchstaben als 
vorher beginnt, aber ohne dass die Reihenfolge der Buch- 
staben verändert wird. Ausser derartigen Factoren kann T 
deshalb nur solche enthalten, durch welche die Cyclen ver- 
tauscht werden; ein solcher Factor von T soll nun genauer 
untersucht werden. 



— 259 — 

Wird dieser Factor auf den Cyclus Cj angewendet, so 
geht dieser in einen anderen Cj über, der auch in S vor- 
kommen muss; Ca geht in C3 über, der auch in S vorkom- 
men muss, und so fort, bis ein gewisser Cyclus C» in C, 

übergeht; doch kann es sich hierbei ereignen, dass Cj mit 
einem anderen Buchstaben beginnt, als ursprünglich der Fall 
war, während die übrigen Cyclen so geschrieben werden 
können, wie jeder derselben durch Transformation aus dem 
vorhergehenden hervorgeht; man hat also z. B. 

Ci = (81 aj . . . aj) 
C, = (bib,...bi) 



wo C» übergeht in 



Der Factor von S 



C = (fi fg . . . fj), 



(%+l *p+2 • • • *p> 



•p=c,c,...o^ 



ist eine regelmässige Substitution ; ist p = 0, so ist der Fac- 
tor Q von T auch regelmässig, nämlich 

Q = (ai bi . . . fi) (aj bg . . . f^) {a^ bj . . . fj). 

Für andere Werthe von p wird Q auch regelmässig, aber 
die Anzahl der Buchstaben in jedem Cyclus wird ein Viel- 
faches von [x; der erste Cyclus wird nämlich, wenn man die 
Indices nach dem Modulus i nimmt, 

(*i bi Ol . . . fi a^^j bp^^ . . . fp^^ a^p^^ . . .), 

wo man zuletzt zu einem Gliede 

a 

qp+i 

gelangen muss, welches das Glied a, ist; also muss 

qp = ki 

17* 
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sein, oder, wenn a der grösste gemeinschaftliche Factor für 
p und i ist, und ap, — p; aij =i, 

mithin 

Q ist also cyclisch mit it(i Buchstaben in jedem Cyclus und 
a Cyclen. 

Man hat nun 

Q = [^1 aj_j_p a^^^p . . . j l^bi b^^^ . . . j . . ., 
also 

und diese Potenzen müssen von 1 verschieden sein, da P 
von der Ordnung i ist und p < i. S und T können also nur 
vertauscht werden, wenn ihre gemeinschaftlichen Buchstaben 
regelmässige Substitutionen bilden, welche einander paarweise 
auf die hier bestimmte Weise entsprechen. Die Gleichung 
PP = Qf^ drückt eine nothwendige aber keine ausreichende 
Bedingung dafür aus, dass P und Q gegen einander vertauscht 
werden können. 

155. Man kann immer solche Substitutionen T finden, 
dass 

gm _ rp S T-i, (1) 

tuenn m prim zu der Ordnung von 8 ist, 

m muss nämlich prim zu der Ordnung jedes der Cyclen 
von S sein. S™ ist dann S ähnlich, weil jeder der Cyclen 
durch Potenziren einen neuen Cyclus mit denselben Buch- 
staben giebt. Es giebt dann Werthe von T (150); einer 
von diesen sei Tj. (1) kann dann auf die Form 
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oder 

gebracht werden, woraus hervorgeht, dass S und Tj—' T 
vertauscht werden können; nun möge U eine beliebige Sub- 
stitution sein, welche gegen S vertauscht werden kann, und 
es sei 

Tj-i T = ü, 

woraus 

Diese Substitution befriedigt (1), denn man hat 

man sieht hieraus, dass man alle Lösungen von (1) erhiüt, 
wenn man aUe Siibstitutionen, welche gegen 8 vertauscM 
iverden können, mit einer der Lösungen multiplicirt» 

Beisp. 

S = (abc)(def); S» = (acb) (df e); 
S« = TST-i, wenn T = (bc)(ef). 



Positive und negative Substitutionen. 

156. Eine beliebige Substitution kann in ein Product 
von Transpositionen zerlegt werden. 

Man kann nämlich einen der Buchstaben durch eine 
Transposition auf den Platz bringen, welchen derselbe ein- 
nehmen soll; es bleibt dann übrig eine Substitution aus- 
zuführen, in welcher dieser Buchstabe fehlt, und welche 
wiederum auf dieselbe Weise behandelt werden kann. Auf 
die Weise hat man z. B. 

(abcd) = (bd)(bc)(ad). 
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156. Nur eine gerade Anzahl von Transpositionen kann 
tum Ptodude 1 haben. 

Es seien a, b, c, d . . . die Buchstaben, welche vertauscht 
werden sollen, und man betrachte das Produet 

(a — b) (a — c) (a — d) . . . (b — c) (b — d) . . . 

Dieses Produet muss bei jeder Transposition das Zeichen 
wechseln. Sind nämlich p und q zwei Buchstaben, r ein 
dritter Buchstabe, so kommen im Producte die beiden Fac- 
toren + (p — r) und + (q — r) vor, deren Produet durch die 
Transposition (p q) unverändert bleibt. 

Die Factoren wechseln also immer paarweise das Zeichen ; 
hiervon ist p — q ausgenommen, welches in q — p übergeht, 
und folglich wechselt das ganze Produet durch die Trans- 
position das Zeichen. Falls nun das Produet der Trans- 
positionen 1 ist, so wird man nach Ausführung aller Trans- 
positionen zu dem ursprünglichen Produet zurückgekehrt sein ; 
die Anzahl der Transpositionen muss deshalb gerade sein. 

Wie man auch eine Substitution in Transpositionen zer- 
legen möge, die Anzahl derselben mrd immer gerade oder 
ungerade sein. 

Man nehme an, dass ein Produet von m Transpositionen 
gleich einem Producte von n Transpositionen sei; multipli- 
cirt man nach und nach mit den m Transpositionen, mit 
einer zur Zeit, auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens, so 
erhält man ein Prodnct von m + ii Transpositionen, welches 
gleich 1 ist; m + n ist also eine gerade Zahl; m und n sind 
deshalb beide gerade oder beide ungerade Zahlen. 

Dadurch wird man darauf geführt, die Substitutionen in 
zwei Erlassen zu theilen, nämlich in solche, welche aus einer 
geraden, und in solche, welche aus einer ungeraden Anzahl 
Transpositionen bestehen. Nennt man die der ersten Art 
positiv, die der zweiten negativ, so wird das Vorzeichen eines 
Productes auf gewöhnliche Weise bestimmt, so dass es nega- 
tiv wird, wenn es eine ungerade Anzahl negativer Substitu- 
tionen enthält. Man sieht leicht, dass eine cyclische Sub- 
stitution positiv ist, wenn sie eine ungerade, negativ wenn 
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sie eine gerade Anzahl Buchstaben hat. Falls eine Substitu- 
tion ji Cyclen mit beziehungsweise Uj, Uj . . . n» Buchstaben 
hat, wird ihr Zeichen 

so dass also der Unterschied zwischen der Anzahl der Buch- 
staben und der Anzahl der Cyclen gerade oder ungerade ist, 
je nachdem die Substitution positiv oder negativ ist. 



Z^veites Kapitel. 

Conjugirte Substitutionen oder Gruppen. 



Satz von Lagrange. 

158. Ein System von Substitutionen, welches die Eigen- 
schaft hat, dass man aus denselben durch Multiplication nicht 
neue Substitutionen bilden kann, heisst ein conjugirtes Sy- 
stem oder eine Chruppe. So werden z. B. alle Potenzen einer 
beliebigen Substitution eine Gruppe bilden; dasselbe gilt 
von allen nl Substitutionen, welche aus n Buchstaben ge- 
bildet werden können (die vollständige Gruppe). Dass die 
Gruppe G aus den Substitutionen 1, S,, S2 . . . besteht, wird 
folgendermassen bezeichnet : 

Die Anzahl der Substitutionen in einer Gruppe heisst 
die Ordnung der Gruppe, die Anzahl der Buchstaben, welche 
vorkommen, der Qrad derselben; die Ordnung einer Sub- 
stitution ist also gleich der Ordnung der Gruppe, welche 
die Potenzen derselben bilden. 

159. Wenn eine Oruppe F von der Ordnung \i mit ent- 
halten ist in einer Oruppe O von der Ordnung m, so miiss 
[X ein Divisor von m sein. (Satz von Lagrange.) 
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Die erste Gruppe F möge aus den Substitionen 

li Si, Sa, ...S j 

bestehen, und T, sei eine andere von den Substitutionen 
in G; dann müssen in G auch 

Ti, SjTi, SjTi, ...S ^^Ti 

vorkommmen; sind mehr Substitutionen in G enthalten, 
z. B. T2, so müssen auch 

vorkommen und so weiter; fehrt man fort, bis man alle in 
G vorkommenden Substitutionen mitbekommen hat, so erhält 
man diese in einer gewissen Anzahl Reihen, und zwar ji in 
jeder Reihe, angeordnet ; der Satz ist deshalb bewiesen, wenn 
alle Substitutionen, welche in den Reihen vorkommen, ver- 
schieden sind; im entgegesetzten Falle müsste indessen 

für gewisse Werthe von a, ß, a, und ßj sein; es sei nun 
ß >> ß 1 ; dann erhielte man 

p « «1 Pl 

was unmöglich ist, da die Substitution auf der rechten Seite 
in der Reihe 

vorkommt, und Tg gerade eine Substitution ist, welche nicht 

in dieser oder in einer der vorhergehenden Reihen vor- 
kommt. 

Der Factor T ist hier auf der rechten Seite der Factoren 
S hinzugesetzt worden; auf ähnliche Weise kann man die 
Substitutionen der Gruppe in Reihen von der Form 
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anordnen. Aus dem soeben bewiesenen wichtigen Satze 
lassen sich leicht folgende ableiten: 

Die Ordnung einer Oruppe vom Orade n ist ein Divisor 
von n!. Die Gruppe ist nämlich in der vollständigen Gruppe 
mitenthalten. 

Die Ordnung einer Oruppe ist durch die Ordnung einer 
jeden Substitution der Oruppe theübar. 

Die Gruppe enthält nämlich die Gruppe, welche aus den 
Potenzen der Substitution gebildet wird. 

Eine Chruppe, deren Ordnung eine Primzahl p ist, enthält 
nur regelmässige Substitutionen von der Ordnung p (ausser 
der Substitution 1). Ist der Orad auch p, so hesteht die 
Oruppe au^ den p Potemen einer cydiscJien Substitution von 
der Ordnung p. 

Ferner sieht man leicht: 

Die Substitutionen, welche zwei Gruppen genmnschaflUch 
sind, bilden selber eine Oruppe. 

Das Product zwei solcher Substitutionen muss sich nämlich 
in beiden Gruppen finden und gehört also auch zu den 
gemeinschaftlichen Substitutionen. 

Diejenigen Substitutionen einer Oruppe, welche nicht gewisse 
Buchstaben versetzen, bilden selber eine Oruppe, 

Wenn nämlich gewisse Buchstaben nicht von zwei Sub- 
stitutionen versetzt werden, können sie auch nicht dadurch 
versetzt werden, dass man diese Substitutionen nach einander 
anwendet. 

Alle Substitutionen einer Oruppe, welche gegen eine gewisse 
Substitution vertauscht werden können, bilden selber eine 
Oruppe. 



— 267 



Substitutionen, ^^^elche mit einer Gruppe 

permutabel sind. 

160. Wenn alle Substitutionen einer Qrwppe Oy 

durch eine gewisse Substitution T transformirt werden, so 
erhält man wieder eine Gruppe. 

Man hat nämlich 

T Sj T-i . T Sa T-i = T (Si Sa) T-^. 

Die Substitutionen der beiden Gruppen sind paarweise 
ähnlich und die Gruppen selber werden ahnlich genannt. 

Wenn die transformirte Ghruppe mit der gegebenen Gruppe 
übereinstimmt, so sagt man, dass die Substitution T mit der 
Gruppe G penntdahd sei; in diesem Falle hat man für 
jedes a 

T8„ = SßT 

ftlr einen gewissen Werth von ß. 

Alle Substitutionen einer Gruppe G, wdche mit einer 
Gruppe H permutabd sind, büden selber eine Gruppe; man 
hat nämlich, wenn U und T mit H == (1, Sj, Sa, • . .) permu- 
tabel sind, 

U T S^ (U T)-i = U T S^ T-i U-i = ü Sq U-i = S , 

so dass U T unter den Substitutionen vorkommt, wenn U 
und T dort vorkommen. 

161. Eine Grappe heisst einfach, wenn sie keine andere 
Gruppe enthält, mit welcher alle ihre Substitutionen permu- 
tabel sind; im entgegengesetzten Fall heisst sie zusammen- 
gesetzt. 
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G sei eine zusammengesetzte Gruppe, welche die Gruppe 
H enthält, mit welcher alle ihre Substitutionen permutabel 
sind; H bestehe aus den Substitutionen 

T sei eine Substitution von G, welche sich nicht unter 
den Substitutionen S findet; Potenzen von T können mög- 
licherweise in H vorkommen; T* sei die niedrigste von 
diesen. Alle Substitutionen von der Form 

finden sich in G und sind verschieden für ß < «; für ß =» a 
erhält man H, und flir ß > a erhält man periodisch dieselbe 
Reihe von Substitutionen wie früher, in der Weise dass man 
jedesmal H bekommt, wenn ß ein Vielfaches von a wird; 
die Ordnung von T muss deshalb ein Vielfaches von a sein. 

Die am Substitutionen, welche gebildet worden sind, 
bilden eine Gruppe H,, denn man sieht leicht, dass das 
Product von zweien derselben eine Substitution giebt, welche 
unter den am Substitutionen vorkommt, wenn man bedenkt, 
dass für einen passenden Werth von h 

TPSk = ShTP. 



Ueber die Bildung einiger verschiedener 

Gruppen. 

162. ÄUe Substitutionen, welche eine Substitution T in 
eine Potem von T transformiren, bilden eine Gruppe, 

Hat man nämlich, wenn a und ß prim zu \i (der Ord- 
nung von T) sind, 
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so hat man auch 

(M N) T (MN)-i = MN T N-i M-i = MtP M-i 
= M T M-i M T M-i . . . = T* ß, 

so dass MN unter den betrachteten Substitutionen vorkommt, 
wenn M und N dort vorkommen. 

Femer geht hieraus hervor, dass man auch eine Gruppe 
erhält, wenn man aus den Substitionen der gefundenen Gruppe 
nur solche entnimmt, bei denen die Exponenten von T eine 
gewisse Bedingung erfüllen, wenn diese derartig ist, dass aß 
dieselbe erfüllt, sobald a und ß es thun (aß nach dem Modu- 
lus ji genommen); dies gilt, wenn a und ß prim zu \i sind, 
aber auch, wenn a und ß nur solche Zahlen, prim zu ji, 
sind, welche die Congruenz 

x^ = k°* (mod. H-), 

worin 6 und k gegebene Zahlen sind (k prim zu \i) befriedigen, 
während m unbestimmt ist; aus 

a® = k°"i; ß^ = k% 
folgt nämlich 

Man betrachte z. B. eine cyclische Substitution T mit \i 
Buchstaben und wähle für a und ß alle Zahlen, welche prim 
zu jjL sind; die Anzahl dieser sei <?([!•); aus T werden dann 
<p (p.) Potenzen gebildet, und jede von diesen kann aus T 
durch Transformation mit p. verschiedenen Substitutionen 
gebildet werden, da jeder Buchstabe der Potenz vorangestellt 
werden kann. Hierdurch erhält man also eine Gruppe von 
ji cp ([i) Substitutionen ; ist p« = p eine Primzahl, so wird die 
Ordnung p (p — 1). Mau könnte sich auch damit begnügen 
die Substitutionen zu betrachten, welche man erhält, wenn 
T und die Potenzen davon so geschrieben werden, dass sie 
mit demselben Buchstaben anfangen ; dieser Buchstabe kommt 
dann nicht mit in die gesuchten Substitutionen, und diese 
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bilden eine Gruppe mit ji — 1 Buchstaben von der Ord- 
nung <p (ji). 



Beisp. 1. 



T==(abcdef); 
T» = (afedcb). 



Die Transformation geschieht durch 



^=(:l:>d?f)=<^^<-)' 



welche in Verbindung mit 1 eine Gruppe zweiter Ordnung 
bildet. Wird T* auf alle Arten geschrieben, so erhält man 
eine Gruppe zwölfter Ordnung, welche die vorige mit in sich 
fasst. 

Beisp. 2. 

T = (8bcde); 
T« = (acebd); 
T»=:(adbec); 
T*= (aedcb). 

Soll a bei der Transformation seinen Platz behalten, so 
erhält man die Gruppe vierter Ordnung 

1, (b c e d), (b d e c), (b e) (c d). 

Es wurde gezeigt, dass man, wenn jjl eine Primzahl p 
war, eine Gruppe mit p — 1 Buchstaben von der Ordnung 
p — 1 erhielt ; diese Gruppe muss aus Potenzen einer cycli- 
schen Substitution von der Ordnung p — 1 bestehen, sobald 
eine solche in der Gruppe vorkommt ; nun kann man indessen 

T = (a^ a^ ag . . . 8.p_jj ; T = ^^a^ aj. a.2 , . . .j 
setzen, wodurch man die Transformante 






...) 



erhalt, welche cyclisch wird, wenn r eine primitive Wurzel 
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von p ist. Da nun jede Primzahl primitive Wurzeln hat, 
wird die gesuchte Gruppe 

1, ü, ü« . . . up-2. 

Will man die Gruppe bilden, deren Ordnung p (p — 1) 
ist, so schreibt man T' mit jedem Buchstaben zu Anfang; 
die Transformanten haben dann alle die Form 

T*^U^ . (1) 

indem man durch Transformation mit XP die gewünschte 
Potenz von T erhält, anfangend mit Bq, und darauf durch 
Transformation durch T^ einen anderen Buchstaben auf den 
ersten Platz bringt; ist also z. B. 

T = (ab c d e) ; T» = (b e c a d), 
so erhält man die Transformante 

/becad\ /becad\/adbec\ ^ 
\abcde/ \adb ec/ \ab c d e/ ^ ' 

Man erhält also die gesuchte Gruppe, indem man alle 
Potenzen von U links mit allen Potenzen von T multiplicirt; 
multiplicirt man rechts, so erhält man dieselben Substitu- 
tionen in einer anderen Reihenfolge. 



Die alterne Gruppe. 

163. Yon den N = n! Substitutionen, welche au^ n Buch" 
staJben gebildet werden können, lüden die positiven eine Gruppe 

von der Ordnung -p- JV, und es giebt keine andere Gruppe von 

derselben Ordnung. 

Falls eine Gruppe eine negative Substitution enthält, 
muss sie ebenso viele negative wie positive enthalten; denn 
multiplicirt man alle Substitutionen der Gruppe mit einer 
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von den negativen, so erhält man dieselbe Gruppe wieder; 
da nun durch diese Multiplication alle Substitutionen von 
negativen zu positiven übergehen und umgekehrt, müssen 
gleich viele von jeder Art vorhanden sein. Wie leicht 
ersichtlich' bilden die positiven für sich eine Grruppe; also 
bilden alle möglichen positiven Substitutionen eine Gruppe 

von der Ordnung -ö-N; diese heisst die alter ne Gruppe. 

Man nehme an, dass man eine Gruppe von der Ordnung 

-^N und mit den Substitutionen 1, Si, Sg . • . habe. T sei 

eine Substitution, die unter diesen nicht vorkommt; die 

-^ N Substitutionen von der Form T S sind dann alle unter 

sich und von den Substitutionen S verschieden. Da die Sub- 
stitutionen S und T S ihrer Zahl nach N sind, so dass man 
unter ihnen alle Substitutionen findet, müssen die Substitu- 
tionen T^ S mit den Substitutionen S übereinstimmen, und 
dasselbe gilt von T^ S, T® S u. s. w. T muss deshalb von 
gerader Ordnung sein, da man im entgegengesetzten Falle 
T S in der gegebenen Gruppe antreffen müsste. Diese ent- 
hält deshalb alle cyclischen Substitutionen dritter Ordnung 
und ist folglich die alterne Gruppe, denn man hat 

(»1 aa) (ag H) = (»i ag a») ; (aj ag) (ag aj = (a^ ag a^) (ag ag aj 

SO dass jede positive Substitution als ein Product von cycli- 
schen Substitutionen dritter Ordnung dargestellt werden kann. 

Eine Function, welche, ohne symmetrisch zu sein, nicht 
durch Substitutionen der altemen Gruppe verändert wird, 
heisst alternirend. Eine solche Function hat nur zwei Werthe, 
da jede Substitution die Form S oder TS hat, wenn S zu 
der altemen Gruppe gehört und T eine gegebene negative 
Substitution ist; da nun die Function nicht durch S ver- 
ändert wird, erhält sie nur den einen neuen Werth, welchen 
T ihr verleiht. Eine solche Function ist z. B. 

y = (Xl — Xg) (Xg — Xg) (Xg —Xi), 

welche nur die beiden Werthe y und — y hat. 
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164. Eine Chruppe, wdche alle cydischen Substitutionen 
dritte^' Ordnung enthält, ist entweder die aiteme oder die voll- 
ständige Oruppe, 

Es wurde nämlicli oben (163) gezeigt, dass eine solche 
Gruppe alle positiven Substitutionen enthält. 

Eine Gruppe, welche alle cydischen Substitutioien p^*^ 
Ordnung enthält, ist entweder die alterne oder die vollständige 
Oruppe, 

Man hat nämlich 
(a^ a-a ag) = (aj b>^ a^ a2 a^ . . . ap (ap ap_i . . . a^ aj aj a^ ag), 

SO dass die Gruppe alle cyclischen Substitutionen dritter 
Ordnung enthält. 



Gruppen, welche aus anderen Gruppen durch 
Multiplication gebildet werden. 

165. Wenn zwei Gruppen 







1, 


Sj, S2, 


• • • Sm— 1 > 




- 


1, 


^11 ^25 


• • • Tn-l 


die 


Eigenschaft 

• 


haben, 


dass 


Pi «1 



für alle Werthe von a und ß und passende Werthe von a, 
und ßi, so sagt man, dass die Gruppen vertauscht werden 
können. 

Multiplicirt man alle Substitutionen S mit allen Substitu- 
tionen T (auf derselben Seite), so erhält man eine neue 
Gruppe von der Ordnung mn, falls die gegebenen Gruppen 

keine anderen Substitutionen als 1 gemeinschaftlich haben. 

18 
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Die Substitutionen, welche man erMlt, sind nämlich alle 
verschieden, denn aus 



S- Tp = S^ Tq 

« P «1 Pi 



würde 



! «1 a Pi P 

folgen, und das würde mit sich bringen, dass die beiden 
i gegebenen Gruppen eine Substitution, die nicht 1 sein kann, 

. gemeinschaftlich hätten; femer kann 

« P *i Pi 

durch Vertauschung der Factoren und die daraus folgende 
Veränderung der Indices auf die Form 

gebracht werden, woraus hervorgeht, dass die mn Substitu- 
tionen eine Gruppe büden. 

Man sieht leicht, wie der Satz formulirt werden muss, 
wenn man mehrere Gruppen betrachtet. 



Cauchy's Sätze. 

166. Wenn p eine Privmahl ist, kann man immer aus k 
Buchstaben eine Gruppe bilden, deren Ordnung die höchste 
Potenz von p ist, ivelche in k! aufgeht. 

Für k < p wird die Gruppe 1 von der Ordnung p^ die 
angegebene Eigenschaft besitzen; man braucht also nur zu 

beweisen, dass der Satz fiir alle Zahlen bis p""^^ gut, wenn 

er fiir alle Zahlen bis p" gilt. 

Eine Zahl zwischen p* und p*"*"^ kann durch p q + r aus- 
gedrückt werden, wo q<p* und r <;p; es wird also voraus- 
gesetzt, dass man aus den q Buchstaben a, b, c . . . eine Gruppe 



— 275 — 

von der Ordnung pP bilden könne, wo pP die höchste Potenz 
von p ist, welche in ql aufgeht. Aus jeder Substitution 
(a b c ...) (d e ...).. . dieser Gruppe bilde man eine andere 

(ai bi Ol . . .) (9.2 bg Ca ...)... (ap bp Cp ...)..• (dl ei ... ) 

(dg e^ ...) (dp Cp ...).. .• 

indem man jeden Cyclus durch ein Product von p Cyclen 
mit denselben Buchstaben, vfersehen mit den Indices 1, 2. . .p, 
ersetzt. Die auf solche Weise gebildeten Substitutionen bil- 
den eine Gruppe vom Grade pq und der Ordnung pß; diese 
Gruppe möge durch 

T = (CjL, Cg, . . .) 

bezeichnet werden; die Substitutionen derselben vertauschen 
die Buchstaben ohne die Indices zu verändern. 



I .Nun mögen die cyclischen Substitutionen 

I 



durch 



S^, S,,... 



bezeichnet werden; dieselben vertauschen die Indices ohne 
die Buchstaben zu verändern. Die gesuchte Gruppe besteht 
nun aus allen Substitutionen von der Form 

S* Sv . . . G . 
ab (j.^ 

und es ist die Anzahl derselben p^ . p°. Es lässt sich beweisen, 
dass alle diese Substitutionen verschieden , sind und dass sie 
eine Gruppe bilden; man hat nämlich, wönn C^ b durch a 
ablöst, 

da beide Substitutionen bk durch ak+y ablösen; man kann 
also die Factoren in einem Producte SC vertauschen, wenn 

18* 
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man gleichzeitig den Index von S auf passende Weise ver- 
ändert; wenn nun z. B. 

'80 muss ein C, welchies nur Buchstaben vertauscht, durch ein 
Product von Substitutionen S, welche nur Indices vertauschen, 
ausgedrückt werden können. Da dies unmöglich ist, müssen 

die 'p^'^'P Substitutionen alle verschieden sein; sie bilden fer- 
ner eine Gruppe, denn in dem Producte von zweien derselben 
kann man auf die oben angegebene Weise die eine Substitu- 
tion C nach rechts rücken, bis sie hin zu der anderen gebracht 
ist; das Product erhält dann dieselbe Form wie die Factoren 

und gehört zu den p^'^'P Substitutionen. 

Es erübrigt noch, die höchste Potenz von p zu suchen, 
welche in (pq + r)l aufgeht; unterdrückt, man die Factoren, 
welche nicht durch p theilbar sind, so erhält man p^^.ql; 

nach der Voraussetzung ist pP indessen die höchste Poteiiz, 

welche in q! aufgeht; also ist pP"*"** die höchste Potenz, 
welche in (pq 4-^)1 aufgeht, und diese Zahl war eben die, 
welche die Ordnung der oben gebildeten Gruppe angab. 

167. Wenn die Gruppe O, von der Ordnung g, die beiden 
Gruppen H und K, von den Ordnungen h und k^ enthalt, 
und wenn in H keine Substitution (1 ausgenommen) vorkommt, 
welche einer Substitution in K ahnlich ist, so mxiss hk in g 
aufgehen. 

Die Substitutionen i H mögen durch S, die in K durch 
T und beliebige Substitutionen in G durch U bezeichnet 
werden; man kann dann hk Substitutionen von G von der 
Form 

bilden; diese sind alle verschieden, da 

a 1 ß «1 ^ Pi 
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mit sicli fuhren würde, dass 



das ist aber unmöglich, da Tp Tp und S« S^^ nicht beide 1 
sein können und nicht ähnlich sind. 

;Nun sei U2 eine Substitution, welche unter den hk soeben 
gebildeten Substitutionen nicht vorkommt; G muss dann auch 
alle hk verschiedenen Substitutionen von der Form S01U2 Tp 
enthalten und diese müssen von den vorigen verschieden 
sein, da 

a 1 p «1 * Pi 

mit sich führen würde, dass U2 unter den früher gebildeten 
Substitutionen vorkäme; fährt man nun auf diese Weise so 
lange fort, als es eine Substitution U giebt, welche noch 
nicht berücksichtigt ist, so erhält man alle Substitutionen in 
Gr in Reihen angeordnet, und zwar hk Substitutionen in 
jeder Reihe, hk geht deshalb in g auf. 

168. Mne Gruppe O, deren Ordnung durch eine Prim- 
zahl p theühar ist, tnms eine Substitution von der Ordnung 
p enthalten. 

Die Gruppe enthalte k Buchstaben und sei von der Ord- 
nung g; diese und die oben (166) gebildete Gruppe F von 

der Ordnung pP sind beide in der vollständigen Gruppe von 
der Ordnung kl enthalten. Falls G keine Substitution von 
der Ordnung p enthält, hat sie keine Substitution, welche 
einer Substitution in F ähnlich ist, denn F enthält nur Sub- 
stitutionen, deren Ordnung eine Potenz von p ist (159), und 
es giebt immer Potenzen von den diesen ähnlichen Substitu- 
tionen, deren Ordnung p ist; es müsste also kl theilbar sein 
durch gpP (167), aber das ist unmöglich, wenn g den Prim- 

factor p enthält, denn pP ist die höchste Potenz von p, 
welche in kl aufgeht; es muss deshalb in G wenigstens eine 
Substitution von der Ordnung p sein. 
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Transitive und intreinsitive Gruppen. 

169. Eine Gruppe heisst transitiv, wenn man durch ilire 
Substitutionen einen beliebigen Buchstaben dahin bringen kann, 
einen beliebigen der übrigen Buchstaben abzulösen; sie heisst 
dagegen intransitiv, wenn dieses nicht der Fall ist. 

Wenn die Gruppe intransitiv ist, und a, die Buchstaben 
aj, a^, . . . ap, nicht aber b,, bj, . . . bq ablösen kann, so kann 
überhaupt kein Buchstabe a einen Buchstaben b ablösen; im 
entgegengesetzten Fall könnte man nämlich, durch Combi- 
nirung zweier Substitutionen, a, dahin bringen einen Buch- 
staben b abzulösen. Bei den intransitiven Gruppen können 
deshalb die Buchstaben in zwei oder mehrere solche Systeme 
getheilt werden, dass jeder Buchstabe nur Buchstaben des- 
selben Systems ablösen und nur von Buchstaben desselben 
Systems abgelöst werden kann; jede Substitution muss des- 
halb aus Cyclen bestehen, welche jeder nur Buchstaben ent- 
' halten, die demselben System angehören. 

Natürlich muss man festhalten, welche Buchstaben vor- 
liegen; so ist z. B. die vollständige Gruppe von n — 1 Buch- 
staben transitiv, wenn man es nur mit diesen n — 1 Buch- 
staben zu thun hat, aber ^ie ist intransitiv, sobald man es 
mit mehr Buchstaben zu thun hat, da die übrigen dann nicht 
versetzt werden. 

Mne Gruppe heisst m mal transitiv, wenn dieselbe m be- 
liebige Buchstaben durch m beliebige andere, die von den ersten 
verschieden oder nicht verschieden sind, ablösen kann. Wenn 
dieselbe m beliebige durch m bestimmte Buchstaben ablösen 
kann, so sieht man leicht, dass sie dieselben auch durch m 
beliebige ablösen kann. 

Die vollständige Gruppe von n Buchstaben ist (n — 1) mal 
transitiv, die alteme Gruppe ist (n — 2) mal transitiv. Ent- 
hält eine Gruppe von n Buchstaben eine cyclische Substitu- 
tion von n Buchstaben, so ist sie wenigstens einmal transitiv ; 
enthält sie ausserdem eine cyclische Substitution von n — 1 
Buchstaben, so ist sie wenigstens zweimal transitiv u. s. w. 
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170. Wenn man am einer Oruppe O (transitiv oder 
intransitiv) gewisse Buchstaben a, b, c . . . herausnimmt, und 
wenn die besondere Oruppe H, welche, diese Buchstaben nicht 
versetzt, von der Ovdnung k ist, so ist O von der Ordnung 
kp, wo p die Anzahl der Systeme von Plätzen ist, welche 
a, b, c . . . durch O's Substitutionen • einzunehmen im Stande 
sind. 

H möge nämlich aus den Substitutionen 

bestehen, während R eine der übrigen Substitutionen ist; 
alle Substitutionen 

R, Tj R, Tg B»> • • • Tj. j Ä 

bringen dann die Buchstaben a, b, c . . . auf denselben Platz, 
und das gilt nur von diesen Substitutionen; falls nämlich 
Rj sie auf denselben Platz bringen würde, müsste Ri R""' 
sie auf ihrem ursprünglichen Platz stehen lassen und deshalb 
zu den Substitutionen T gehören. Rj muss deshalb unter 
den Substitutionen TR vorkommen. Die Substitutioüen in 
ö können deshalb in p Reihen mit k in jeder Reihe ange- 
ordnet werden. 

Ist O m mal transitiv, und nimmt man m Buchstaben 

a, b, c . . . heraus, so wird, wenn die Anzahl der Buchstaben 

n ist, 

p = n (n — 1) . . . (n — m + 1) ; 

man ersieht hieraus, dass die Ordnung einer m mal transi- 
tiven Gruppe von n Bwhstaben durch n(n — l),..(n — m+1) 
theübar ist 

Ist O intransitiv, und nimmt man ein System von a 
Buchstaben heraus, welche unter einander vertauscht werden, 
so bilden die Substitutionen, welche diese nicht vertauschen, 
eine Gruppe von einer gewissen Ordnung k; die Anzahl der 
Plätze, auf welche die a Buchstaben gebracht werden können, 
ist ein Divisor von al. Die Ordnung von G ist also ein 
Divisor von k . a 1 ; behandelt man nun die n — a Buchstaben 



— 280 — 

auf dieselbe Weise u. s. w., so sieht man, dass die Ordnung 
von Gr ein Divisor von alpl^l... ist, wo a, ß, 7... die 
Anzahl der Buchstaben in den verschiedenen Systemen an- 
giebt, und wo also 

171. Wenn eine Gruppe m mal transitiv ist und eine 
Substitution enthalt, welche nicht mehr als m Buchstaben ver- 
setzt, so muss die Oruppe die alterne oder die vollständige 
Gruppe sein. 

S sei die Substitution, welche höchstens m JBuchstaben 
versetzt, Si eine beliebige dieser ähnliche Substitution; die 
Gruppe muss eine Substitution enthalten, welche die Buch- 
staben in S durch die entsprechenden Buchstaben in Si 
ablöst (169); wird S durch diese Substitution transformirt, so 
erhält man Si, welche Substitution deshalb auch in der 
Gruppe vorkommen muss. 

Nun sei einer der Cyclen in S 

für Si kann man dann eine Substitution nehmen, unter 
deren Cyclen sich 

(ftp *p— 1 • • • »4 a'2 *8 *l) 

befindet, während die übrigen Cyclen in Si dieselben sind 
wie die in S, mit den Buchstaben in umgekehrter Reihen- 
folge. G enthält dann auch 

Sj S = (aj ag ag) 

und also alle cyclischen Substitutionen dritter Ordnung. G 
enthält also die alterne Gruppe (164). 

• Der Beweis. setzt voraus, dass in S ein Cyclus mit wenig- 
stens drei Buchstaben vorkommt; im entgegengesetzten Fall 
kann man flir die beiden Cyclen von S imd Si 

(a^ a^) und (a, a,) 
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nehmen, wo a, eine Buchstabe ist, der nicht in S vorkommt ; 
hierdurch erhält man S, Sj = (a, ag ag). 

172. Wenn eine Gruppe m mal transitiv ist utid eine 
Substitution enthält, welche nicht mehr als 2 m — 4 Buchr 
Stäben versetzt, so muss die Gruppe die aUerne oder die voll- 
ständige Gruppe sein. 

Es sei nämlich 

S = (a b c. . .) (d e f . . .) (g • • •) 
eine der Substitutionen, welche q Buchstaben versetzt, wo 
m<q<2m — 3. Die Gruppe enthält eine Substitution T, 
welche nicht die m — 1 von diesen Buchstaben a b c . . . d e 
versetzt und die übrigen duith Buchstaben a ß y • • • ahlöst, 
von welchen wenigstens einer, a, welcher f ablöst, nicht unter 
den q Buchstaben vorkommt. Die Gruppe enthält dann auch 
die Substition 

U = T S T-i = (a b c. ..) (d e a ...) (ß •••)•• • 
zugleich mit der Substitution S""* U, welche nur die Buch- 
.staben e, a, ß, f, g . . . enthält und nicht 1 sein kann, da sie 
in jedem Falle a versetzt; die Anzahl ihrer Buchstaben ist 
höchstens 

2(q— in + l) + l = 2q — 2in + 3<q; 

auf diese Weise wurde. mit Hülfe der gegebenen Substitution 
eine andere gefunden, welche weniger Buchstaben' versetzt; 
fährt mau auf dieselbe Weise fort, so findet man zuletzt 
eine Substitution, welche höchstens m Buchstaben versetzt, 
•und damit ist der Satz bewiesen. 

Die Anzahl Buchstaben, welche von der die wenigsten 
Buchstaben versetzenden Substitution einer Gruppe ver- 
setzt wird, heisst die Klasse der Gruppe. 

173. Die Ordnung einer Gruppe mit n Buchstaben, tvdcJie 
m m>al transitiv ist und die dlteme Gruppe nicht enthalt, ist 
ein Divisor von 

n\_ 

WO OL die grösste von den Zahlen m und 8m — 4 ist. 
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Bildet mau nämlicli die vollständige Gruppe von a Buch- 
staben, so enthält diese keine Substitution, welche einer Sub- 
stitution der gegebenen Gruppe, deren Substitutionen alle mehr 
als a Buchstaben versetzen, ähnlich ist; ist die Ordnung 
dieser g, so muss deshalb g . al ein Factor von n! sein (167). 

174. Eine Qruppe vom Qrade n, welche die akteme Gruppe 
nicht enthalt, kann nicht mehr als q mal transitiv sein, loo 
q die kleinste der Zahlen 

n + 4 , n 
-3- ^^^ 2- 

bedeutet. 

Wenn die Gruppe q mal transitiv ist, so ist ihre Ord- 
nung ein Vielfaches (170) von 

n(a--l)...(n — q + 1); 

diese Zahl muss also in — r- aufgehen (173), oder (n — q)l 
muss theilbar sein durch al; man muss also haben 

n — q>a; q<n--a, 

WO a die grösste der Zahlen q und 2q — 4 ist; hieraus folgt 
beziehungsweise 

= n , = n + 4 

Jordan hat gezeigt, dass eine Gruppe vom Grade p + a 
nicht mehr als a mal transitiv sein kann, wenn p eine Prim- 
zahl ist und a > 2. (Bulletin de la.soc. math. de France I.) 

175. Wenn eine n mal transitive Gruppe G eine Gruppe 
H enthalt^ welche mit den sämmtlichen Substitutionen von G 
permtUabd ist, so ist G ivenigstens (n — 1) mal transitiv. 
(Hiervon eine Ausnahme,) 

Der Satz gilt fiir n = 2, denn ist S = (ab ...)(...)•• • 
eine Substitution von H, so wird G eine Substitution T ent- 
halten, welche a und b durch zwei beliebige Buchstaben 
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ablöst, und H wird dann T S T""* enthalten, welche einen 
beliebigen Buchstaben durch einen beliebigen Buchstaben 
ablöst. 

Aus den Gruppen Gr und H bilde man im allgemeinen 
Falle zwei neue Gruppen Gi und H,, indem man alle Sub- 
stitutionen entfernt, welche einen der Buchstaben, z. B. a, 
enthalten; Hj ist dann in Gi enthalten und mit allen Sub- 
stitutionen von Gl permutabel. Da G n mal transitiv ist, 
muss Gl (n — 1) mal transitiv sein. 

H ist wenigstens einmal mehr transitiv als Hi, denn 
durch eine der entfernten Substitutionen kann man a einen 
willkürlichen Platz einnehmen lassen. Der Satz gilt also für 
G und H, wenn er für Gj und Hi gültig ist. Da nun der 
Satz für n = 2 bewiesen ist, gilt er für alle n, wenn nur 
nicht eine der successiv gebildeten Gruppen Hi nur die iden- 
tische Substitution 1 enthält. 

Man hat also den Fall Hi =(1) näher zu betrachten; 
in diesem Falle müssen alle Substitutionen von H (die Sub- 
stitution 1 ausgenommen) alle die in G vorkommenden Buch- 
staben enthalten, denn sonst könnte man für a einen der 
fehlenden Buchstaben wählen ; nur eine der Substitutionen 
kann a durch b ablösen; sind nämlich T und U zwei ver- 
schiedene Substitutionen, welche beide a durch b ablösen, muss 
T U^* von 1 verschieden sein und kann a nicht enthalten. 
Andererseits wird a von allen übrigen Buchstaben abgelöst, 
woraus folgt, dass die Anzahl der Substitutionen mit der 
Anzahl der Buchstaben übereinstimmt. Hieraus folgt, dass 
H einmal transitiv ist (170). 

Ist G nun zweimal transitiv, so gilt der Satz ; man hat 
also nur den Fall n > 2 zu betrachten. 

Fände sich nun in H ein Substitution 

S = (a b c. ..)(.. .), 
müsste auch eine andere Substitution 

Sj = (a b d ...)(.. .) 

sich dort finden, denn da G mehr als zweimal transitiv ist. 
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kommt unter deren Substitutionen eine vor, welche S in Sj 
transfonnirt. Die Cyclen von den Substitutionen in H kön- 
nen also nur zwei Buchstaben enthalten ; ebenso ersieht man, 
dass man nur n = 3 haben kann. 

Da alle Substitutionen von H von der zweiten Ordnung 
sind, ist die Ordnung von H eine Potenz von 2. Alle Sub- 
stitutionen der Gruppe H sind vertauschbar; sind nämlich 
S und T zwei solche, hat man 

(S T) (S T) = 1 woraus S T =.T S. 

Die in der vollständigen Gruppe vierter Ordnung ent- 
haltene Gruppe 

1, (a b) (c d), (a c) (b d), (a d) (b c) 
bietet ein Beispiel dar. 



Ueber transitive Gruppen, welche transitive 

Untergruppen enthalten. 

176. G sei eine transitive Gruppe von höherem als dem 
P*«n Grade, welche eine m mal transitive Untergruppe A mit 
den Buchstaben aj, aj, . . . ap enthält; es wird vorausgesetzt, 
dass weder G noch irgend welche Untergruppe mehr als 
m mal transitiv sei. 

Die übrigen Buchstaben in G seien bi, bj...; in G 
kommt eine Substitution vor, welche ein beliebiges a, .z. B ak 
durch b, ablöst. Wenn nicht noch andere Buchstaben b in 
dieser Substitution vorkämen, würde man bi durch T auf 
einen beliebigen Platz und darauf durch A m Buchstaben a 
auf beliebige Plätze bringen können; G würde dann eine 
(m + 1) mal transitive Gruppe enthalten, \md da diesem 
den Voraussetzungen widerstreitet, muss mehr als ein b int 
T vorkommen. 
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Wenn die Substitution T, welche ein a durch ein b ab- 
löst, z. B. ai durch b,, nicht jedes a durch ein b ablöst, 
sondern z. B. ak durch ai, so hat man 






wo a ein b oder ein a sein kann. Die Substitution T, welche 
hier betrachtet wird, möge die sein, welche die kleinste An- 
zahl von Buchstaben b enthält. 

Bedeutet nun a ein b, also z. B. 

^ — l a^ ak bq. . .y» 

SO nehme man in der Gruppe A eine Substitution S, welche 
a| durch ak ablöst; die Substitution 

TST-i = (biai... )(...).... 

löst dann ein b durch ein a ab und enthält nicht b2. Das 
ist unmöglich, da T so wenig Buchstaben b wie möglich 
enthält. 

Bedeutet a ein a, so hat man z. B. 

^ __ /bi ai bj . . .\ 

\*l *k *r • • •/* 

Ist nun A wenigstens zweimal transitiv, so kommt in A 
eine Substitution S vor, welche a, nicht versetzt und ar an 
Stelle von ak setzt; man hat dann 

TST-i = (aiba. ..)(.. .)..., 

worin bi nicht vorkommt. Da auch dieses den Voraus- 
setzungen widerstreitet, so kann, für m > 1, keine Substitu- 
tion von Gr ein a durch ein b ablösen, ohne zugleich jedes 
a durch ein b abzulösen; es müssen deshalb in G- wenigstens 
p Buchstaben b vorkommen. 

In T mögen aj, aj . . .ap durch bj, bj • . . bp abgelöst 
werden. Transformirt man A durch T, so erhält man eine 
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m mal transitive Gruppe B von bi, b2. .bp; sind mehr 
Buchstaben vorhanden, so mögen sie durch C|, C2 . • . be- 
zeichnet werden. Eine Substitution U, welche ein a durch, 
ein c ablöst, muss jedes a durch ein c ablösen. Nimmt man 
nämlich an, dass a, von C|, a, von b, abgelöst wird, und ist 
S eine Substitution der Grruppe A, welche aj durch ai ab- 
löst, so wird 

kein a versetzen und wird b2 durch Cj ablösen, aber nicht 
jedes b durch ein c. Das ist indessen unmöglich, denn die' 
Gruppe G enthält B und .die Substitution USU""*, welche 
kein a versetzt, und ein b kann dann nur durch ein c abge- 
löst werden, wenn jedes b durch ein c aljgelöst wird. Es 
müssen also wenigstens p Buchstaben c vorkommen, und eine 
m mal transitive Gruppe C, welche nur diese Buchstaben 
unter einander vertauscht, kann durch Transformation von A 
gefunden werden. 

Fährt man auf dieselbe Weise fort, so sieht man, dass 
die in G vorkommenden Buchstaben Systeme büden, jedes 
von p Buchstaben, nämlich a, b, c... mit den Indices 
1, 2 . . . p. Die Substitutionen vertauschen die Buchstaben 
desselben Systems unter einander oder lösen gleichzeitig alle 
Buchstaben eines Systems durch die Buchstaben eines anderen 
Systems ab. 

Solche Gruppen heissen imprimitiv im Gegensatz zu 
primitiven Gruppen, deren Buchstaben nicht in solche Sy- 
steme zerfallen. Die imprimitiven Gruppen sind nur einmal 
transitiv, da sie z. B. nicht a, und bi durch a2 und ag 
ablösen können. 

177. Es wurde vorausgesetzt, dass die Gruppe A wenig- 
stens zweimal transitiv sei; ist sie nur einmal transitiv, so kann 
die Substitution T, welche am wenigsten Buchstaben b ent- 
hält, die Buchstaben a theils durch verschiedene a, theils 
durch verschiedene b ablösen; angenommen es sei 



/bib2b8...a^ag...\ 
yaj^ a^ ftg . . . a^ oig • • •/ 
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Wenn nun eine Substitution S der Grruppe A, z. B. a| 
durch 82 und 33 durch 8« ablöst, wird T~* ST bj durch 

b| und Oy durch h^ ablösen; es ist nachgewiesen, dass dies 

unmöglich sei, falls nicht jedes a durch ein b abgelöst wird; 
es muss deshalb unter den Buchstaben a ein solches System 
vorkommen, dass A nur diese Buchstaben unter einander 
vertauschen kann oder alle dieselben durch die übrigen Buch- 
staben a ablösen muss. 

Alis einer wenigstens zweimal transitiven Gruppe vom 
p*®** Grrade können also durch Hinzufügung neuer Buchstaben 
nur neue Gruppen gebildet werden, indem man entweder 
einen Buchstaben zur Zeit hinzufügt und dadurch Gruppen 
erhält, welche jede einmal mehr transitiv sind als vorher, 
oder indem man Systeme von p Buchstaben hinzufügt und 
dadurch eine imprimitive Gruppe bildet. Dasselbe gilt, wenn 
A einmal transitiv ist, wenn nur nicht in A ein System von 
Buchstaben vorkommt, welche nur untey einander vertauscht 
oder gleichzeitig alle von anderen abgelöst werden. 
Besonders sind zwei specielie Fälle zu beachten: 
Mne transitive Gruppe n"*" Ghrades, welche eine cydische 
Substitution der jp'*" Ordnung enthält, wo p eine Primzahl 

n 

> -p-, ist wenigstens (n — P + 1) fnal transitiv. 

Eine transitive Gruppe , welche eine alterne Untergruppe 
enthält, ist imprimitiv, oder auch enthält sie die alterne Gruppe 
aller Buchstaben (170). 

178. Ordnung imprimitiver Gruppen. In der imprimi- 
tiven Gruppe G mit den mp Buchstaben a|, aj, . . .ap; bj, 
bj, ... bp; Cj, C2, . . . Cp; ... können Buchstaben desselben 
Systems nur Buchstaben desselben Systems ablösen. Es seien 
nun Tj und T/ zwei solche Substitutionen, welche dieselben 
Buchstaben a, b, c . . . in derselben Reihenfolge vertauschen, 
während S|, Sa-., die Substitutionen bezeichnen - mögen, 
welche nur Indices versetzen. Die Substitution T'i T^"* 
muss dann zu den Substitutionen S gehören; in der Reihe 
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kommen dann alle diejenigen Substitutionen von G vor, welche, 
ohne Rücksicht auf die Indices, dieselben Buchstaben ein- 
ander ablösen lassen. Es sei 

üi =: (a b c. . .) (d e . . .) 

eine Substitution, deren Buchstaben a, b, c . . . eben, einander 
auf dieselbe Weise ablösen. 

Aus einer anderen Substitution von G, welche nicht zu 
den Substitutionen S oder ST, gehört, bilde man nun auf 
dieselbe Weise die Reihe 

Tg, Sj Tg, Sg Tg . . ., 

welche durch die Substitution U2 characterisirt wird u. s. w. 

Die Substitutionen U bilden eine Gruppe; kommt näm- 
lich Tgi Tö in der Reihe vor, welche mit T^ beginnt, so muss 



l^aüß = U^ 



sem. 



Die Ordnung von G ist also ein Divisor von 

m!(p!r, 

da G mit einbegriffen ist in der imprimitiven Gruppe, für 
welche U die vollständige Gruppe von der Ordnung m! ist, 
und S,, S2 ... durch Multiplication aus den m vollstän- 
digen Gruppen der m Systeme von Buchstaben gebildet sind. 

Eine Gruppe H wird isomorph mit einer Gruppe K ge- 
nannt, wenn jede Substitution in K einer Substitution in H 
entspricht, und jede Substitution in H einer oder mehreren 
Substitutionen in K entspricht, während zugleich das Pro- 
duct von zwei Substitutionen in K dem Producte der ent- 
sprechenden Substitutionen in H entspricht. Nach dieser 
Definition und nach dem, was oben gezeigt worden, ist also 
die Gruppe XJ isomorph mit der Gruppe G. 
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Beisp. Nimmt man 

Ui = l, U. = (ab), p = 2, 

so kann man folgende Gruppe vom vierten Grade und der 
achten Ordnung bilden: 

1» (»1 »2)1 (bi ba), (ai ag) (bi b^), 
(»1 ^1 »2 ba), (ai bi) (a« b^), (a^ bg) (a^ b^), (a^ bj a^ bj. 

Diese Gruppe ist imprimitiv imd isomorph mit der 
Gruppe 1, (ab). 



Gruppe einer Function und Anzahl der Werthe 

derselben. 

179. Die Substitutionen, wdche auf eine gegebene Func- 
tion angetvendet werden können ohne dieselbe zu verändern, 
bilden eine Gruppe. 

Wird nämlich die Function durch die Substitutionen S 
und T nicht verändert, so kann sie auch dadurch nicht ver- 
ändert werden, dass man diese beiden Substitutionen nach 
einander anwendet ; die Substitution S T muss deshalb unter 
den Substitutionen vorkommen, welche die Function nicht 
verändern, und diese bilden also eine Gruppe; diese heisst 
die Gruppe der Function, und man sagt, dass die Function 
die Substitutionen der Gruppe zulasse; ist die Function 
z. B. symmetrisch, so wird ihre Gruppe die vollständige 
Gruppe, ist sie alternirend, so wird es die alterne. Die oben 
betrachtete Gruppe von der Ordnung 8 und dem Grade 4 
(178) gehört zu den Functionen (aj ist durch x, ersetzt 
u. s. w.) 

(xi + Xg) (xg + x^), Xi Xa + X3 X4, (xi — Xj + Xs — xj« u. s. w. 

Nun sei die Gnippe einer Function von der Ordnung g, 
und bestehe aus den Substitutionen 

1, öj, öa, • • . Sg_j. 

19 
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Die yollständige Gruppe kann dann, wenn die Anzahl 

der Buchstaben n ist, in — Reihen von der Form 

g 

angeordnet werden. 

Da nun die Substitutionen S die Function nicht ver- 
ändern, werden alle Substitutionen in einer solchen Reihe 
der Function denselben Werth geben, welchen T^ ihr ver- 
leiht. Man erhalt deshalb die Anzahl der Werthe einer 
Function mit n Buchstaben, wenn man n! durch die Ord- 
nung der Gruppe der Function dividirt. 

Beisp. Die drei Werthe 

werden demgemäss aus dem ersten durch die Substitutionen 

gebildet» 

Die Gruppe der Function besteht aus 8 Substitutionen; 
werden diese mit den drei hier gefundenen multiplicirt, so 
erhält man die 24 Substitutionen der vollständigen Gruppe. 
Das Product oder die Summe der drei Werthe der Func- 
tion wird durch keine der 24 Substitutionen verändert und 
ist deshalb symmetrisch. 

180. Es lässt sich immer eine Function bilden, welche 
eine gewisse gegebene Gruppe hat; man kann nämlich eine 
Function y bilden, welche lauter verschiedene Werthe hat, 
z.B. 

y = ai Xi + tta Xa + . . ., 

WO Ol, ttj ... verschiedene Zahlen sind; diese Function möge 
durch die Substitutionen der gegebenen Gruppe die Werthe 
yi, y2 . • • annehmen. Man sieht dann leicht, dass 

z = (a — yi)(a — y«)..., 



— 291 — 

worin a unbestimmt ist, nicht verändert wird durch alle Sub- 
stitutionen der gegebenen Gruppe, während sie durch alle 
übrigen verändert wird. 

181. Wenn die Gruppe O der Function y^ angehört, und 
diese durch eine andere Substitution T zu y^ vnrd, so unrd 
die Gruppe, welche y, angehört, diejenige sein, welche aus G 
mittelst Transformation durch T gebildet tvird, 

S sei nämlich eine Substitution in G; S verändert dann 
nicht Yo; TST~^ wird dann yi nicht verändern; man hat 
nämlich Tyo = yi, oder T"~^ Ji =yoJ ^^so ist 

TST-iyi = TSyo = Tyo=yi. 

Falls G mit T permutabel ist, stimmt die transformirte 
Gruppe mit G überein, so dass diese Gruppe sowohl y^ als 
auch yi angehört. Auf die Weise sieht man, dass die 
Gruppe G, sobald sie y^ angehört, auch allen FuYidionen 
angehört, welche aus y^ durch Substitutionen gebildet werden, 
welche mit G permutabel sind. 



Index einer Gruppe. 

182. Unter dem Index einer Gruppe versteht man die 
Zahl, welche man erhält, wenn man die Ordnung der voll- 
ständigen Gruppe durch die Ordnung der Gruppe dividirt. 

Bildet man eine Function, welche nicht durch alle Sub- 
stitutionen der Gruppe, wohl aber durch alle übrigen Sub- 
stitutionen verändert wird, so wird die Anzahl der Werthe 
der Function, nach dem was oben (179) gezeigt worden, genau 
gleich dem Index der Gruppe sein. Die vollständige Gruppe 
hat zum Index 1, die alteme 2. 

Es wurde oben (170) gefunden, dass die Ordnung einer 

intransitiven Gruppe mit n Buchstaben ein Divisor von 

19* 
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a I ß ! . . . sei, worin a + ?•••'=• n. Der Index der Gruppe 
ist also ein Vielfaches von 

n! 



alß!...' 



Die Ordnung einer imprimitiven Gruppe ist zufolge 170 
ein Divisor von 

m!(p!r, 

wenn die Gruppe m Systeme von p Buchstaben enthalt ; der 
kleinstmögliche Werth für den Index i ist deshalb 

. mp (mp — 1) . . . (m + 1) 

^■~'2.3...p.2.3...p...2.3.p' 

WO Zähler und Nenner gleich viel Factoren enthalten. Für 
n «= 4 erhält man die Gruppe des Beispiels in 178 mit dem 
Index 3 ; für n = 6 wird der kleinste Index 10, für n = 8 
wird er 35 und so fort, stark wachsend; auf eine genauere 
Untersuchung dieses Falles wird hier verzichtet, aber es 
wird als evident vorausgesetzt, dass der hier bestimmte Index 
für n > 4 in jedem Falle grösser als n ist. 

183. Es erübrigt noch eine primitive Gruppe zu be- 
trachten, welche keine alteme Gruppe enthält, pi, P2 • • • 
seien verschiedene Primzahlen, deren Summe nicht grösser 
sein möge als die Anzahl n der verschiedenen Buchstaben; 
man bilde dann aus pi Buchstaben eine cyclische Substitu- 
tion, welche nicht in der Gruppe vorkommt; nicht alle cycli- 
schen Substitutionen der übriggebliebenen Buchstaben von 
der Ordnung pi können in der Gruppe vorkommen; man 
nehme dann eine solche, welche nicht vorkommt; auf solche 
Weise verfahre man so lange wie möglich; T sei die Sub- 
stitution von der Ordnung Pi Pa • • •» welche man erhält, wenn 
man die gebildeten cyclischen Substitutionen mit einander 
multiplicirt. 

Weder T noch die Potenzen von T können in der 
Gruppe vorkommen, denn diese müsste dann auch die 
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Potenzen der darin vorkommenden Substitution entlialten, 
und unter diesen findet sich wenigstens eine von. den cycli- 
sehen Substitutionen, welche nicht vorkommen. 

Nun seien 1, Sj, S2 . . . die Substitutionen der gegebenen 
G-ruppe, und ihre Anzahl sei q; man bilde dann alle Sub- 
stitutionen von der Form T*Sß; diese sind alle verschieden 

und ihre Anzahl ist q p, pj . . . Diese Anzahl kann indessen 
n! nicht übersteigen; also ist 

^ n! .^ 

^^IT^ ;i>PiP9--- 

Pi P2 • • • 

Hieraus ersieht man, dass der Index nicht kleiner sein 
kann als das grösste Product verschiedener PtimzaJüen, deren 
Summe n nicht übersteigt, 

184. Die gebrauchten Primzahlen seien p,, pj, ..«Pa» 
dann ist 



aber 



Pi +P2 + --- + Pa<n, 



Pi + P2 + • • • + Pa + Pß > n, 



WO pp eine beliebige neue Primzahl ist; nun ist die Zahl 

PiPa---Pa_i — Pa' 

wo Pol die grösste (oder jedenfalls die nächstgrösste) von 

diesen Primzahlen ist, nicbt theilbar durch irgend eine von 

den Primzahlen Pi, P2, .--Pa; si® ist deshalb eine neue 

Primzahl oder ein Product von solchen; pß kann deshalb 

so gewählt werden, dass sie nicht grösser ist als diese Zahl, 
und man hat dann 

Pi + P9 + • • • + Pa.i + Pi P2 • • • Pa_i > n» 
oder 

i>PiP2-..Pa^iPa>yPo,n. 
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Auf solche Weise ist ersichtlicli, dass es nur eine Gruppe 
giebt, deren Index grösser als 1 und kleiner als n ist, näm- 
lich für n=«4. Von Gruppen aus n Buchstaben, deren 
Index n ist, hat man zunächst die vollständige Gruppe von 
n — 1 Buchstaben. Diese Gruppe gehört Functionen von 
n Grössen an, welche mit BeziehuDg auf n — 1 derselben 
symmetrisch sind. Nimmt man oben für Pi P2 • • • ^^ Prim- 
zahlen 2, 3, 6 . . ., so sieht man, dass eine Gruppe mit dem 
Index n hier nur möglich ist für n <C 10 (= 2 4-3 + 5); da 
nun 9 = 7+2; 8 = 3 + 5; 7 = 2 + 5; 5 = 2+3, so er- 
übrigt nur die Untersuchung für den Fall, wo n = 4 und 
n = 6. Man sieht leicht, dass es für n = 4 keine transitive 
Gruppe mit dem Index 4 giebt; für n = 6 giebt es dagegen 
eine Gruppe mit dem Index 6 ; dieselbe ist dreimal transitiv 
und gehört Functionen an, welche 6 Werthe haben, ohne 
mit Beziehung auf 5 derselben symmetrisch zu sein; eine 
solche Fimction ist z. B. das Product der folgenden 5 Grössen: 

ab + cd -f ef, ac + be + fd, ad + bf + ce, 
ae + bd + fc, af -f bc + ed. 

Es ist (üso unmöglich eine Function von n Btichstdben zu 
bilden, welche mehr als zwei und weniger als n Werthe hat, 
ausser für n=^4, oder eine Function zu büden, weiche 
n Werthe hat, ohne mit Beziehung auf n — 1 Buchstaben 
symmetrisch zu sein, ausser ßlr n=^6. 



Die linearen Substitutionen. 

185. Eine Substitution sei aus den Buchstaben ao, a| . . .an— 1 
gebildet ; wird bei der Erwähnung der Indices der Buchstaben 
eine Zahl grösser als n — 1 genannt , so ist darunter der 
Best zu verstehen, den sie bei der Division durch n giebt. 
a, n + a, 2 n + a . . . bezeichnen also alle denselben Index. 
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Cf) 



die Substitution, welche einen beliebigen Buchstaben mit 
dem Index z durch den Buchstaben ablöst, welcher den In- 
dex F (z) hat. Die Function F muss also so beschaflten 
sein, dass sie für z = 0, 1, 2 . . . n — 1 dieselben Werthe, nur 
in anderer B;eihenfolge, erhält. 

Hier sollen im Besonderen die linearen Substitutionen 



(": ') 



betrachtet werden; F(z) = az4-h genügt der gestellten Be- 
dingung, wenn man für b eine beliebige Zahl und für a eine 
Zahl wählt, die prim zu n ist; man sieht nämlich leicht, dass 
man in diesem Falle lauter verschiedene Reste erhält, wenn 
z alle seine Werthe annimmt. 

Unter die gewählte Bezeichnung fallen die cyclischen 
Substitutionen ; so hat man z. B. für 

s=('t').B-=('r)^^-=Ct')-"-- 

l ) = (ai aj a^ ag . . .) ; ( ^ ) = (ao a^ a, a, . . .) u. b. w. 

Die Anzahl linearer Substitutionen von n Buchstaben ist 
n cp (n), wo (f (n) die Anzahl der Zahlen bedeutet, welche 
kleiner als n und prim zu n sind; a kann nämlich <p(n) und 
b kann n verschiedene Werthe haben. Alle diese Substitu- 
tionen bilden eine Gruppe; denn das Product von zweien 
giebt wieder eine demselben; man hat nämlich 

(cz + d\ /az + b\ __ /aez + ad + b\ 
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Diese Gruppe ist genau dieselbe, welche früher (162) ge- 
bildet wurde, denn transformirt man 

durch 

(az + b\ 
z / 

80 erhält man eine Substitution, bei der die Reihe der Indices 

b, a + b, 2a + b, . . . 

ist, so dass die Substitution in ihre a*® Potenz transfor- 
mirt ist. 

Aus der vorstehenden Entwicklung zieht man leicht den 
Schluss, dass alle Substitutionen in der linearen Gruppe 
durch Multiplication der beiden 
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wo a eine beliebige Zahl, prim zu n, bedeutet, gebildet 
werden können. 

186. Ist n=p, und bedeutet p eine Primzahl, jso mrd 
die Ordnung der Gruppe p(p — 1), und es lässt sich au^ 
p Buchstaben keine andere Gruppe derselben Ordnung bilden. 

Zufolge des Satzes von Cauchy (168) muss nämlich eine 
Gruppe von der Ordnung p (p — 1) eine cyclische Substitu- 
tion von der Ordnung p enthalten; diese und ihre Potenzen 

seien 

1, S, S«, . . . SP-* 

während T eine der übrigen Substitutionen der Gruppe be- 
zeichnet; alle Substitutionen von der Form 

können nicht verschieden sein, da ihre Anzahl p^ ist; für 
gewisse Werthe der Exponenten muss also 

S*TSP = S^TS^ . 
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sein, oder 

durch Potenziren erhält man hieraus 

T S T-i = S™. 

Die Substitutionen T können deshalb nur solche sein, 
durch welche die. Substitution S in ihre Potenzen transfor- 
mirt wird, und diese Substitutionen bilden eben, wie oben 
bewiesen worden, die lineare Gruppe. 

187. Der Begriff lineare Substitution lässt sich auch auf 
gebrochene Substitutionen ausdehnen, so dass 

F(z)= ^^ + ^ 



unter F(z) = q hat man dann den Werth von q zu verstehen, 
welcher durch die unbestimmte Gleichung (es wird nur der 
Fall n =• p in Betracht gezogen) 

az + b = q (ai z + bj) + y p 

bestimmt wird; für den Werth von z, welcher aiZ + b, zu 
einem Vielfachen von p macht, erhält man indessen q == OO ; 
man muss deshalb einen Buchstaben mit dem Index OO 
hinzufügen, so dass die Substitution p + 1 Buchstaben 

a^, ai . . . ap__j, a ^ 

enthält. Der Buchstabe a q,^ wird dann von dem Buch- 
staben a^ abgelöst, der durch 



a = — oder aa^ +.yp = a 



ai 



bestimmt wird. 



Die Substitutionen bilden eine Gruppe von der Ordnung 
(p — 1) p (p + 1); die genauere Untersuchung mag hier über- 
gangen werden. 

Man hat gleichfalls den Begriff dadurch erweitert, dass man 
jeden Buchstaben mit mehreren Indices, z. B. x und y, versah. 
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Durch 



oder 



/x, ax + by\ 
/ax + by aix + biy\ 



wird dann die Substitution bezeichnet, welche den Buch- 
staben 

ablöst; die Indices sind hier wie oben als Reste bei der 
Division durch einen gewissen Divisor zu verstehen; dies 
findet namentlich dann Anwendung, wenn die Anzahl der 
Buchstaben, welche versetzt werden, eine Potenz von einer 
Primzahl ist. Für den Modulus p repräsentirt nämlich 
z. B. aat,y,a genau p* verschiedene Buchstaben. 

Unter »der linearen Gruppe« versteht man im Allgemeinen 
die vollständige lineare Gruppe von der Ordnung n cp (n) ; 
doch nennt man auch kleinere hierin enthaltene transitive 
Gruppen linear; die Ordnung derselben ist an, wo a einen 
Divisor von <f (n) bedeutet. 



Drittes Kapitel 

Theorie von Galois. 



Gruppe einer Gleichung. 

188. Eine irreductihle Gleichung kann reductibel wer- 
den, wenn man übereinkommt, dass Vorkommen gewisser 
inationaler Grössen in den Coefficienten der Gleichungen 
zu gestatten, in welche die gegebene zerlegt wird, So ist 
z. B. die Gleichung 

x» — 4x + 1 = 

irreductibel ; sie wird aber reductihel wenn man yS" benutzen 
darf, denn dann zerfällt sie in die beiden 

X--2 + VT = und X--2 — \/3" — 0; 

von einer Grösse, welche auf diese Weise benutzt wird, sagt 
man, dass sie der Gleichung adjungirt sei. Die angeführte 

Gleichung ist also reductibel, wenn man yS adjungirt, 

hingegen irreductibel, wenn man "/ö", VT^ u. s. w. adjungirt. 
Jede Gleichung wird reductibel , wenn eine oder mehrere 
ihrer Wurzeln adjungirt werden. 

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass eine oder mehrere 
irrationale Grössen den Gleichungen, welche behandelt werden, 
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adjungirt sein können; diese Grössen können dann aucli in 
rationaler Weise in die Coef&cienten der Gleichung eintreten. 
Oalois hat gezeigt, dass jeder Gleichung eine gewisse 
Gruppe von Substitutionen entspricht, welche fiir die 
Gleichung oharacteristisoh ist oder richtiger fiir eine Klasse 
von Gleichungen, zu welcher die gegebene gehört. Wenn 
man eine gewisse fiir die Gleichung eigenthümliche Eigen- 
schaft der Wurzeln kennt, kann man diese benutzen, um die 
Gruppe der Gleichung zu finden. Umgekehrt kann man, 
wenn man die Gruppe kennt, aus dieser Eigenschaften für 
die Klasse von Gleichungen, welche diese Gruppe hat, 
ableiten. Es soll nun gezeigt werden, wie man zu der 
Gruppe einer Gleichung gelangt. . 

189. Die gegebene Gleichung n*®° Grades, reductibel oder 
irreductibel, aber jedenfalls ohne gleiche Wurzeln, sei 

f(x) = (1) 

mit den Wurzeln 

man bilde dann eine Function der Wurzeln, welche lauter 
numerisch verschiedene Werthe hat, wenn alle möglichen 
Substitutionen auf die Function angewendet werden; dieselbe 
hat dann n! Werthe und wird durch eine Gleichung vom 
Grade n! ohne gleiche Wurzeln bestimmt; man kann z. B. 
die Function 

benutzen, in der a,, «2, a,... so gewählt sind, dass alle 
Werthe von y verschiedene Zahlenwerthe haben. 

Die Gleichung vom Grade nl, welche alle Werthe von y 
bestimmt, ist möglicherweise reductibel; man zerlege sie 
dann in irreductible Gleichungen und bezeichne eine der- 
selben vom Grade m (die Besolvente der gegebenen Gleichung) 
durch 

F(y) = 0, (3) 
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die Wurzeln derselben durch 

Es ist bewiesen worden, dass jede dieser Wurzeln als eine 
rationale Function einer beliebigen der übrigen Wurzel aus- 
gedrückt werden kann (74); femer ist bewiesen worden (73), 
dass jede Wurzel der Gleichung (1) als eine rationale Func- 
tion von jeder Wurzel der Gleichung (3) ausgedrückt werden 
kann. 

Nun mögen die Wurzeln der Gleichung (1), in einer 
gewissen Reihenfolge genommen, dem entsprechend durch 

^1 (yi), ^9 (yi) . . . ^n (yi) W 

ausgedrückt werden, wo \Fi, M?'2, . . . ^n rationale Functionen 
sind. Die Permutation der Wurzeln, welche hier vorliegt, 
werde mit Aj bezeichnet; vertauscht man ji mit einer 
anderen Wurzel von (3), z. B. mit yk, so geht (4) in eine 
andere Permutation Ak von X|, Xj . . . über, nämlich in die- 
jenige, welche aus Aj durch dieselbe Substitution gebildet 
wird, durch welche yk aus y, gebildet wird (75). 

Auf diese Weise erhält man m Permutationen von 
X| , X2 . . . Xn, nämlich 

diese werden alle aus Aj durch gewisse Substitutionen ge- 
bildet, welche mit 

1, Sj, Sa, . . . S^_j (6) 

bezeichnet werden mögen; von diesen kann man beweisen, 
dass sie eine Gruppe bilden. 

Man hat nämlich 

yk = ö(yi).' 
wo 6 eine gewisse rationale Function bedeutet; es kann also 
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die Keilie Ak oder Sk-iAi (wenn man öy, anstatt 6(y,) 
schreibt u. s. w.) ausgedrückt werden durch 

und man erhält dann, wenn man hierauf Sq-i anwendet, fiir 
die Reihe Sq-i Sk-i A , 

^löyq, v«eyq...VnOyq. 

da Sq— 1 ausgeführt wird, wenn man yq an Stelle von yj 
setzt. 

Falls nun diese Reihe von Wurzeln mit einer von den 
Reihen A übereinstimmt, wird das Product Sq^i Sk-i unter 
den Substitutionen (6) vorkommen und diese werden deshalb 
eine Gruppe bilden. 

Da nun inzwischen 9(y,)=yk eine Wurzel der irreduc- 
tiblen Gleichung (3) ist, muss die Gleichung vom Grade m, 
deren Wurzeln ö(yi), ©(ya) . . . ö (ym) sind, mit (3) überein- 
stimmen, und es muss dann z. B. 

ö(yq) = y, 

sein, woraus man ersieht, dass die Reihe oben mit der Reihe 
Ar übereinstimmt. 

Dergestalt ist bemesen, dass die m Substitutionen (6) eine 
Oruppe bilden; es ist diejenige, welche Oalois die Gruppe 
der gegebenen Gleichung genannt hat; dieselbe möge durch 
G bezeichnet werden. 



Haupteigensehaften der Gruppe einer Gleichung. 

190. Jede rationale Function ü der Wurzdn, deren 
numerischer Werth nicht durch die Substitutionen in G ver- 
ändert wird, kann rational durch bekannte Grössen aus- 
gedrückt werden. 
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Die Function IT kann nämlich rational durch eine der 
Wurzeln von (3), z. B. yi, ausgedrückt werden, so dass also 

wo cp eine rationale Function bedeutet. 

Da nun die Substitutionen in G den Werth 'von U nicht 
verändern, und diese Substitutionen dadurch ausgeführt wer- 
den können, dass man jj mit yj, ya . . • ym vertauscht, so 
hat man auch 

u=?(y2) = ?(y8)---=?(ym)» 

folglich 

U ist auf diese Weise als eine symmetrische Function der 
Wurzeln der Gleichung (3) ausgedrückt und kann deshalb 
rational durch bekannte Grössen ausgedrückt werden. 

191. Mne rationale Function der Wurzeln, weiche rational 
durch bekannte Grössen ausgedrückt werden kann, muss ihren 
numerischen Werth unverändert behalten, ivenn die Substitu- 
tionen der Gruppe Q darauf angewendet werden. 

Der gegebene Werth der Function sei B; man hat dann, 
wenn die Wurzeln, welche in der gegebenen Function vor- 
kommen, alle durch y^ ausgedrückt werden, 

?(yi) = B, 

wo 9 eine rationale Function bedeutet; yi ist also eine 
Wurzel der Gleichung 

(p(y)-B = 0, 

welche folglich auch die Wurzeln yj, ys, . . . ym haben muss; 
man hat deshalb 

s>(y«) = B; ?(y8)=B...s>(yj=.B, 

so dass die gegebene Function den Werth B bei allen Sub- 
stitutionen in G behält. 
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Man sieht übrigens, dass der Beweis seine Grültigkeit 
behält, selbst wenn B irrational ist, wenn nur (3) durch die 
Adjungirung dieser Grösse fortfährt irreductibel zu sein. 

192. Keine Stibstitution, weiche nicht O angehört, kann 
jede Function der Wurzeln, deren Werth rational ist, unver- 
ändert lassen. 

Betrachtet man nämlich die Function 

(» - y i ) (« — > a ) • • • (* — y m) » 

wo a beliebig ist, so sieht man leicht, dass diese Function, 
deren Werth rational ist, nur durch die Substitutionen 
unverändert bleiben kann, welche Vi, 72 • • • y™ unter ein- 
ander vertauschen, also durch die Substitutionen von G. Hier- 
aus folgt, dass eine Gleichung nur eine Gruppe haben kann; 
man muss deshalb zu dieser gelangen, welche von den mit 
(3) analogen Gleichungen man auch benutzen mag. Diese 
sind deshalb alle von demselben Grade. 

193. Sind zwei rationale Functionen der Wurzeln, cp und 
% gleich gross, so müssen sie fortfahren es zu sein, nachdem 
man eine der Substitutionen in O an ihnen ausgeführt hai;. 
Ihre Differenz ist nämlich rational und muss deshalb ihren 
Werth Null bei jeder solchen Substitution behalten. 

194. Die (huppe O ist transitiv oder intransitiv, je 
nachdem die Gleichung irreductibd oder reductibd ist. 

Falls die Gruppe intransitiv ist, vertauscht sie gewisse 
Wurzeln unter einander, ohne sie mit den übrigen zu ver- 
tauschen; sie verändert deshalb nicht eine beliebige sym- 
metrische Function dieser Wurzeln, und eine solche Func- 
tion kann dann rational ausgedrückt werden; diese Wurzeln 
werden deshalb durch eine Gleichung mit rationalen Coeffi- 
cienten bestimmt, und die gegebene Gleichung ist folglich 
reductibel. 
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Falls andererseits die Gleichung rednctibel ist, muss man 
für gewisse, Wurzeln 

(a — Xi)(a — Xg)...(a — Xp) = K 

haben, wo a beliebig und K rational ist ; dieses Product kann 
den Werth K nur für solche Substitutionen behalten, welche 
nur Xj, Xj, . . . Xp unter einander vertauschen, oder welche 
diese Wurzeln garnicht versetzen; G kann deshalb nur 
solche Substitutionen enthalten und ist also intransitiv. 

Behält man von den Substitutionen in G nur die Cyclen, 
welche x,, Xj.-.Xp enthalten, so gelangt man zu einer 
Gruppe Gj. Eine Function dieser Wurzeln, welche nicht 
von Gj verändert wird, aber von allen anderen Substitutionen, 
welche Xj, Xj . . . Xp versetzen, hat einen rationalen Werth, 
da sie nicht von G verändert wird. Gi gehört also zu der 
Gleichung mit den Wurzeln Xi, Xj . . . Xp. 

195. Die Gleichung^ welche durch Elimination von y am 
und 

?o (y)x'^ + ?i (y)^^"' + ...?n (y)=ö 

gebildet mrd, wo a^, «2... rational tind (fQ, ?i ••• rationale 
Functionen sind, hat eine imprimitive Gruppe, und umgekehrt 
mrd jede Oleichung, deren Gruppe imprimitiv ist, durch eine 
solche Elimination gebildet werden können. 

Die Wurzeln der ersten Gleichung seien yi, 72 • • • ym, 
während die zweite Gleichung, wenn man yp statt y setzt 

die Wurzeln Xp 1, Xp ^ . . . Xn^^ haben mögen. 

Nun sei Vp eine beliebige symmetrische Function dieser 
n Wurzeln; die Function 

A = (a — Vi)(a — Va)...(a — vj, 

WO a unbestimmt ist, ist dann eine symmetrische Function 

von y,, y2 . . . ym und kann deshalb rational ausgedrückt 

20 
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werden. Die gesuchte Gruppe kann nur solche Substitu- 
tionen enthalten, welche den Werth von A unverändert 
lassen, dass heisst solche Substitutionen, welche die Grössen 
V|, Va...Vm unverändert lassen oder unter einander ver- 
tauschen. Diese Substitutionen lösen also n Wurzeln desselben 
Systems 

durch n Wurzeln desselben Systems ab; die Gruppe ist des- 
halb imprimitiv. 

Andererseits sei die Gruppe G einer Gleichung imprimitiv 
und enthalte die m Systeme Buchstaben 

*p,l» ^p,« • • • ^p,u 

filr 

p = 1, 2, . . . m. 

Man setze 

v. = (ß — x^ )(ß — X )...(ß — x^ ) 

und 

A = (a — Vi) (a — va) . . . (a — v J, 

WO a und ß unbestimmt sind, A bleibt dann unverändert 
durch jede Substitution, welche Buchstaben desselben Sy- 
stems durch Buchstaben desselben Systems ablöst. A bleibt 
also unverändert durch alle Substitutionen der Gruppe und 
kann deshalb rational ausgedrückt werden. Mit Hülfe von 
A können nun alle symmetrischen Functionen von Vi , Vg . . . Vm 
rational ausgedrückt werden, so dass v mit den Werthen 
Vi, Vj . . . Vm durch eine Gleichung m*®^ Grades mit ratio- 
nalen Coefficienten bestimmt wird; sobald Vp gefunden ist, 

wird Xp auf ähnliche Weise durch eine Gleichung tl^^ Grades 

bestimmt, deren Coefficienten rationale Functionen von Vp 
sind. 
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Reduetion der Gruppe durch adjungirte Grössen. 

196. Die Ordnung von G ist der Grad der irreductiblen 
Gleichung in y; bewirkt nun die Adjungirung gewisser neuer 
Grössen, dass diese Gleichung sich zerlegen lässt, so erhält 
man eine neue Gruppe von niedrigerer Ordnung; da die Sub- 
stitutionen dieser durch die Wurzeln bestimmt werden, welche 
der neuen irreductiblen Gleichung angehören, und diese Wur- 
zeln unter den Wurzeln y-j, y2.«.ym vorkommen, so muss 
die neue Gruppe in der ursprünglichen enthalten sein. 

197. Wenfi man den Werth z^ einer gewissen rationalen 
Function der Wurzdn adjungirt, so wird die reducirte Gruppe 
aus den Substitutionen von G bestehen müssen, durch welche 
der Zahlenwerth 2^ dieser Function unverändert bleibt 

Da nämlich Zj eine adjungirte Grösse ist, ist dieselbe 
als rational zu betrachten; jede Substitution der neuen 
Gruppe muss deshalb die gegebene Function der Wurzeln 
den Werth z, behalten lassen; auf der anderen Seite ist die 
neue Gruppe in der ursprünglichen mit enthalten; dieselbe 
kann deshalb nur aus solchen Substitutionen dieser Gruppe 
bestehen, welche den Werth der gegebenen Function nicht 
verändern. 

Es muss noch bewiesen werden, dass alle Substitutionen 
von G, welche den Werth von Zj nicht verändern, der redu- 
cirten Gruppe angehören; es möge deshalb eine beliebige 
Function der Wurzeln untersucht werden, welche rational 
durch Zj und bekannte Grössen ausgedrückt werden kann; 
man hat dann, wenn ü, diese Function und cp eine rationale 
Function bedeutet, 

Ui = ? (zi), 
woraus (193), 

wo der Index a anzeigt, dass eine Substitution a ausge- 
führt wurde, welche eine beliebige von denjenigen Substitu- 

20* 
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tionen von G ist, die den "Werth von Zj nicht verändern; 
nun ist indessen 

Za = 2ii also U^ = üi, 

so dass die Substitution a jede Function unverändert lässt, 
welche rational durch Zj und früher benutzte Grössen aus- 
gedrückt wird, a gehört also wirklich nach Adjungirung von 
Z| zur Gruppe der Gleichung. 

198. Wenn eine Function 9 der Wurzeln, ebenso wie 
eine andere Function it, durch diesdben O angekörigen Sub- 
stitutionen unverändert bleibt, so kann cp rational durch ic 
ausgedrückt werden. 

Adjungirt man nämlich ir, so erhält die Gleichung eine 
reducirte Gruppe H; die Substitutionen dieser lassen ir und 
deshalb auch <p unverändert; 9 kann deshalb auch rational 
durch die adjungirte Grösse ic und bekannte Grössen aus- 
gedrückt werden. 



Adjungiriing der Wurzeln einer Hülfsgleiehuing. 

199. Es sei Zj eine Wurzel einer irreductiblen Hülfs- 
gleichung mit den Wurzeln Zj, Z2...Zk; ferner wird an- 
genommen, dass die Gruppe G reducirt wird, wenn man Zg 
adjungirt. Die Gleichung F (y) =» theilt sich dann in 
mehrere irreductible Gleichungen desselben Grrades, und jede 
von diesen bestimmt die reducirte Gruppe; eine von diesen 
Gleichungen sei 

?(y,zi) = 0; (1) 

dieselbe kann so dargestellt werden, dass die höchste Potenz 
von y den Coefficienten 1 hat, während die übrigen Coeffi- 
cienten ganze rationale Functionen von Zj sind, deren höchster 
Exponent k — 1 nicht übersteigt. 
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Diyidirt man F(y) durch ?(y, Zj) und setzt die Coeffi- 
oienten des Restes gleich Null, so erhält man die Bedin- 
gungen dafür, dass ?(y, Zj) in F(y) aufgeht. Diesen Be- 
dingungsgleichungen wird durch z^z^ genügt, und da die 
Gleichung in z irreductibel ist, muss ihr also auch durch 
z = Z2, , ..Z'^z^ genügt werden. F(y) ist also auch theil- 
bar durch 9 (y, Zj) . . . cp (y, Zk). 

Das Product 

^(y) =? (y» zi) ? (y» Z9) •• • ? (y» Zk) (ß) 

ist eine symmetrische Function von y und bekannten Grössen 
(die Werthe von z sind hier nicht mit einbegriffen). Da 
jeder der Factoren ein Factor von F (y) ist, kann die 
Gleichung 

V(y)=0 (3) 

keine anderen "Wurzeln haben als F (y) = 0, und sie muss 
diese Wurzeln jede gleich oft haben, z. B. q mal ; es muss 
dann identisch 

^(y) = [F(y)]^ (4) 

sein. 

Da <p(y, Zi) = irreductibel ist, muss jede der analogen 
Gleichungen es auch sein, wenn für jede derselben der darin 
vorkommenden Werth von z als adjungirt genommen wird. 
Wäre nämlich 9(y, z) theilbar durch cp, (y, z) für z = Zi, so 
müsste der Kest, welchen 9 bei der Division durch cpj lässt 
für z = Zi Null werden; dann müsste er auch für z = Zi 
Null werden, wodurch ?(y, Zi) = reductibel würde; das 
würde aber den gemachten Voraussetzungen widerstreiten. 

Falls zwei der Gleichungen cp «= eine Wurzel gemein- 
schaftlich haben, müssen sie alle Wurzeln gemeinschaftlich 
haben; angenommen 

?(yiZi)=0 und <p (y, Zg) = (6) 

hätten beide die Wurzel yj, und die erste der beiden 
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Gleicliungen habe ausserdem die Wurzel jj. J2 tann ratio- 
nal durch 71 ausgedrückt werden, so dass 

y2 = ö(yi) (6) 

wo 6 eine rationale Function bedeutet.- Die Gleichung 

?(0(y),zi) = (7) 

hat dann eine Wurzel mit der ersten Gleichung (6) gemein- 
schaftlich und muss deshalb alle Wurzeln dieser Gleichung 
haben. Die Function 

• 

«p(9(y),2) 

ist deshalb theilbar durch <p(y, z) für z<bZ| und also auch 
für z==>Z2, so dass die Gleichung 

«p(0(y),z,) = O (8) 

von den Wurzeln der Gleichung cp (y, Zj) = befriedigt 
werden muss; unter diesen Wurzeln befindet sich yj, sodass 
man identisch 

?(0(yi),Za):=O oder cp(y„z,) = (9) 

hat, woraus hervorgeht, dass yj eine Wurzel der zweiten 
Gleichung (5) ist. Zwei von den Gleichungen cp = haben 
also entweder dieselben oder lauter verschiedene Wurzeln. 

Ist nun y, eine Wurzel von q dieser Gleichungen, 
so müssen diese alle dieselben Wurzeln haben; q andere 
Gleichungen müssen dann ein System von Wurzeln haben, 
unter denen keine der vorhergehenden vorkommt und so fort; 
durch Ausziehen der q**° Wurzel aus (4) muss man also 
identisch erhalten 

F (y) = ? (y, zi) ? (y» Z2) • • • ? (y. Zr)» (i^) 

wo ? (y, Zi) . . . ? (y, Zr) einen von jedem System von iden- 
tischen Factoren cp bedeuten, und wo deshalb k = qr. 

Die Wurzeln z müssen sich also auf r Systeme mit q in 
jedem vertheüen, und zwar derartig, dass man zwei ver- 
schiedene redudrte Orujp]^n erhalt, wenn man die eine oder 
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die andere von zwei Wurzeln, welche zu verschiedenen Systemen 
gekoren, adjungirt, dagegen diesdbe redudHe Gruppe, wenn 
die beiden Wurzeln demsdben Systeme angehören. 

Falls der Grad k der HüKsgleichung eine Primzalil p ist, 
muss q = 1 sein. P (y) erhält dann p Pactoren, so dass 
man die Ordnung der reducirten Gruppe findet, wenn man 
die Ordnung von G durch p dividirt. 

Adjungirt man eine gewisse Punction der Wurzeln einer 
Gleichung, so adjungirt man in Wirklichkeit eine Wurzel 
der irreductiblen Gleichung, welche diese Punction bestimmt. 
Die Werthe der Punctionen bilden deshalb verschiedene 
Systeme auf die oben angegebene Weise. 

200. Die verschiedenen reducirten Gruppen sind ahnlich. 
Zwei dieser Gruppen, Zj und Zj entsprechend, seien Hj 
und Hj, und yi und y^ 8©ieii beziehungsweise Wurzeln von 

? (y» Zi) = und cp (y, Zj) = 0. 

Die Wurzeln der ersten dieser Gleichungen können dann 
durch 

yi» Öi(yi), Oij(yi)... 

ausgedrückt werden, wo 6,, ög . . . gewisse rationale Func- 
tionen bedeuten; man kann dann leicht wie oben beweisen, 
dass die Wurzeln der zweiten Gleichung durch 

ys» Öl (yj), Öa (y.) . . . 

ausgedrückt werden können. 

Nun sei T die Substitution, welche man ausfuhrt, wenn 
man y2 an Stelle von y, setzt, Sk und S'k die Substitutionen, 
welche man ausführt, wenn man 6k (yi) an Stelle von yg 
und 6k (y 2) an Stelle von ys setzt; dann hat man 

da beide diese Substitutionen 6k (y 2) an Stelle von yj setzen. 
Diese Gleichung zeigt, dass die Substitution S\ der Sk ahn: 
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lieh ist; Sk ist aber eine beliebige Substitution der Gruppe 
Hj, während S'k eine Substitution der Gruppe Hj ist. Die 
Substitution T transformirt also Hi in Hj. Da yj und y^ 
zwei beliebige Wurzeln von (3) sind, wird eine beliebige Sub- 
stitution in G eine Gruppe H in dieselbe oder in eine 
andere Gruppe H transformiren. 

201. Falls dieWurzdn der irreductiblen Hülfsgleichunff 
rational durch eine derselben ausgedrückt werden können und 
die Adjungirung einer derselben O auf H reducirt, mtiss H 
mit allen Substitutionen in Q permutabel sein. 

Wenn alle Wurzeln der Hülfsgieichung rational durch 
eine derselben ausgedrückt werden können, so kann jede 
von ihnen rational durch eine beliebige der übrigen aus- 
gedrückt werden; adjungirt man deshalb eine von ihnen, so 
ist das dasselbe, wie wenn man sie alle adjungirt; die ver- 
schiedenen Gruppen Hj, Hj, • . ., welche oben gefunden 
wurden, müssen deshalb übereinstimmen; da nun diese Grup- 
pen durch alle Substitutionen der Gruppe G in einander 
transformirt wurden, muss H bei der Transformation durch 
alle diese Substitutionen unverändert bleiben. H ist also 
permutabel mit allen Substitutionen in G. 

Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn die Gruppe durch Ad- 
jungirung einer Wurzel der Gleichung zP =« A reducirt wird, 
wenn A und die Wurzeln der Einheit als vorher adjungirt 
angenommen werden. 

202. Wenn die Adjungirung aller Wurzeln einer irredttc- 
ttblen Hülfsgieichung O auf H reducirt, so ist JEb mit allen 
Substitutionen der Gruppe O permutabeL 

Die Adjungirung aller Würzein hat nämlich dieselbe 
Wirkung wie die Adjungirung einer Function cp der Wurzeln 
der Hülfsgieichung mit lauter verschiedenen Werthen; diese 
Werthe können rational durch einen derselben ausgedrückt 
werden, und die Wurzeln der Hülfsgieichung können rational 
durch 9 ausgedrückt werden, so dass man alle Wurzeln der 
Gleichung in cp als adjungirt betrachten kann. Der Satz folgt 
dann aus 201. 
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203. Falls O von der Ordnung m=^kq eine Gruppe R 
von der Ordnung q enthält, welche mit alle Substitutionen von 
O permutahd ist, wird Q auf H reducirt werden, sobald die 
Wurzeln einer gewissen Abdschen Gleichung vom Qrade k 
adjungirt werden. 

H bestehe aus den Substitutionen 

1, bi, ög . . . ^q— 1» 

alle Substitutionen von G können dann in k Reihen an- 
geordnet werden; sie sind von der Form T^ Sg, wo a für 

Substitutionen derselben Reihe denselben Werth hat. 

Es seien y , , 72 • • • Yq die Wurzeln von P (y) =» 0, welche 
aus yi durch die Substitutionen S gebildet werden, und es sei 

öi = (a — yi)(a — ya)...(a — yq), 

WO OL unbestimmt ist. 6| behält dann seinen Werth durch 
die Substitutionen S, wird aber durch alle übrigen Substitu- 
tionen verändert. Wenn öj adjungirt wird, wird deshalb die 
Gruppe der Gleichung auf H reducirt. 

Nun lässt sich zeigen, dass 9i durch eine Abelsche 
Gleichung vom Grade k bestimmt wird. Es mögen öj , 63 . . . 6k 
die Functionen sein, welche aus öj durch die Substitutionen 
1, Tj, ... Tk-i gebildet werden, und man setze 

• A = (ß-M(ß-0,)...(ß-0^), 
wo ß unbestimmt ist. 

Da H mit allen Substitutionen von G permutabel ist, 
wird keine der Functionen 6 durch die Substitutionen S 
verändert werden (181). A kann dann nicht durch irgend 
welche Substitution Tß S^ verändert werden, denn S^ ver- 
ändert kein 6, und Tß vertauscht nur die Functionen unter 
einander; man hat nämlich beispielsweise 

Tß . Ö3 = Tg Tj Ol = T Sg . Oj = 0^+1» 
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da Tg T 2 unter den Substitutionen von Gr vorkommen und 
deshalb die Form T^S$ haben muss. 

Da demnach keine der Substitutionen von G A verändert, 
kann A rational ausgedrückt werden. 6}, Oj . . . werden dann 
durch eine Gleichung vom k*®° Grade bestimmt und diese 
Gleichung, die leicht als irreductibel erkannt wird, ist eine 
Abelsche, denn die verschiedenen Werthe von 6 können 
rational durch einander ausgedrückt werden, da sie durch 
dieselben Substitutionen von G unverändert bleiben. Ihre 
Gruppe ist von der Ordnung k und besteht aus den Sub- 
stitutionen, welche 6,, öj . . . auf dieselbe Weise wie die 
Substitutionen T versetzen. 

Wenn k eine Primzahl ist, können die Wurzeln der 
Abelschen Gleichung rational durch die Wurzeln einer bino- 
mischen Gleichung ausgedrückt werden ; man kann dann auch 
durch . Adjungirung einer Wurzelgrösse und der Wurzeln der 
Einheit G auf H reduciren. 

204 Nunmehr . kann man die nothwendigen und aus- 
reichenden Bedingungen dafür angeben, dass eine Gleichung 
algebraisch aufgelöst werden kann. Kann die Gleichung 
algebraisch aufgelöst werden, so muss ihre Gruppe auf 1 
reducirt werden, sobald man nach und nach alle bei der Auf- 
lösung vorkommenden Wurzelgrössen und Wurzeln der Ein- 
heit adjungirt, da dadurch alle Wurzeln der Gleichung in y 
bekannt werden. Die Gruppe muss also auf 1 reducirt 
werden, wenn man nach und nach die Wurzeln gewisser 
Hülfsgieichungen von der Form 

adjungirt, wo p eine Primzahl und A eine bekannte oder 
früher adjungirte Grösse bedeutet; diese Gleichung ist eine 
Abelsche, wenn die Wurzeln der Einheit als bekannt ange- 
nonmien werden. 

Indessen wurde in 199 und 203 bewiesen, dass die noth- 
wendige und ausreichende Bedingung dafür, dass die Gruppe 
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G der Gleioliung, von der Ordnung pq, durch eine solche 
Adjungiyi^g reducirt werde, darin besteht, dass sie eine 
Gruppe H von der Ordnung q enthält, welche mit allen 
Substitutionen von G permutabel ist. fi muss dann eine 
neue Gruppe enthalten, welche mit allen Substitutionen von H 
permutabel ist u. s. w., bis man zur Gruppe 1 gelangt; also: 

Die nothwendige und attsreichende Bedingung daför, dass 
eine Gleichung algebraisch aufgelöst werden könne, besteht 
darin, dass ihre Gruppe eine andere Gruppe enthalt, diese 
vneder eine andere u, s, w,, bis man zur Gruppe 1 gelangt, 
und zwar w/uss diese Reihe von Gruppen so beschaffen sein, 
dass jede von ihnen mit allen Substitutionen der vorhergehenden 
permutabd ist, und dass ihre Ordnung aus der Ordnung der 
vorhergehenden durch Division mit einer Primzahl gefunden 
wird. 

205. Als Beispiel möge die allgemeine Gleichung vierten 
Grades dienen; die Gruppe derselben ist die vollständige 
Gruppe vom 4ten Grade und von der 24sten Ordnung; die- 
selbe enthält die alteme Gruppe, mit welcher alle ihre Sub- 
stitutionen permutabel sind; sie wird deshalb durch Adjun- 
girung einer alternirenden Function der Wurzeln auf die 
alteme Gruppe reducirt; es ist dieselbe, welche man bei dem 
ersten Ausziehen der Quadratwurzel, welches bei der Auf- 
lösung der Gleichung ausgeführt wird, findet. 

Die alteme Gruppe enthält eine Gruppe von der 4ten 
Ordnung, welche mit allen Substitutionen der altemen Gruppe 
permutabel ist, nämlich 

1, (Xi Xa) (Xg X J, (Xi Xg) (Xa x^), (x^ x J (xg x») ; 

durch Ausziehen einer Kubikwurzel wird eine Function be- 
stimmt, welche durch diese Substitutionen nicht verändert 
wird, z. B. x, Xj + ^3 X4 ; wird diese adjungirt, so wird die 
alteme Gruppe auf die angeführte von der 4ten Ordnung 
reducirt, welche wiederum durch zweimaliges Ausziehen der 
Quadratwurzel auf die Gmppe 1 reducirt wird. 
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Die YolLständige Gruppe n**^ Grades, welche der all- 
gemeinen Gleichung n**° Grades angehört, kann du{ch Aus- 
ziehen einer Quadratwurzel auf die alterne Gruppe reducirt 
werden; es lässt sich zeigen, dass diese Gruppe jftir n > 4 
einfach ist, und dieselbe kann daher für solche Werthe von 
n durch Adjungirung von Wurzelgrössen nicht weiter reducirt 
werden; hieraus folgt dann, dass die allgemeine Gleichung von 
höherem als dem vierten Grade nicht algebraisch aufgelöst 
werden kann. 

Der erwähnte Beweis lässt sich so flihren: Man nehme 

an, dass die alterne Gruppe G von der Ordnung -ö"^' ^^^^ 

auf eine Gruppe K von der Ordnung k reduciren Hesse, wo 

kp = -5- nl , und wo p eine Primzahl ist. K kann nicht alle 

cyclischen Substitutionen dritter Ordnung enthalten. Man 
kemn dann eine neue Gruppe von der Ordnung 3 k bilden (161), 
welche in G einbegriffen ist. Man muss also p = 3 haben. 
Ist n > 4, erhält man auf die nämliche Weise p = 5, indem 
K nicht alle cyclischen Substitutionen fünfter Ordnung ent- 
halten kann. Die Reduction ist also unmöglich für n > 4. 

Dieser Beweis ist in der That der nämliche, der früher 
geführt wurde, um die Unmöglichkeit der algebraischen Auf- 
lösung der Gleichung fünften Grades darzuthun. 



Viertes Kapitel. 

Anwendungen der Theorie von Galois. 



Abelsche Gleichungen. 

206. Die Abelschen Gleichungen sind schon im Vorher- 
gehenden ausführlich behandelt worden; deshalb soll hier nur 
in Kürze gezeigt werden, wie die Theorie von Gralois bei 
ihrer Behandlung angewendet werden kann. 

In der irreductiblen Gleichung vom n*®° Grade ist 

Xg = 0(xi) oder Xg — O(xi) = 0; (1) 

die Gruppe der Gleichung muss eine Substitution enthalten, 
welche Xj an Stelle von Xj setzt; ein Cyclus aus dieser sei 

(Xj Xg X3 . . . Xy) ; 

diese Substitution kann auf (1) angewendet werden, wodurch 
man 

9(Xi) = Xa; 0(Xa) = X8; ...9(x^)=x^ (2) 

erhält. 

Man sieht nun leicht, dass eine Substitution der Gruppe, 
welche einen von den Buchstaben Xj, Xa . . .x, durch einen 
Buchstaben ablöst, welcher unter diesen nicht vorkommt, sie 
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alle durch neue Buclistaben ablösen muss, da die Gleichimg 
im entgegengesetzten Fall gleiche Wurzeln haben müsste; 
wird die erste Substitution durch die letzte transformirt, so 
erhält man eine Substitution, welche zeigt, dass r von der 
ersten verschiedene Wurzeln durch Gleichungen verbunden 
sind, die den Gleichungen (2) analog sind; sind mehr Wur- 
zeln vorhanden, müssen auch diese in Systeme von je r Wur- 
zeln zerfallen, und die Substitutionen der Gruppen können 
nur Wurzeln desselben Systems durch Wurzeln desselben 
Systems ablösen. Die Gruppe ist deshalb imprimitiv, und 
die Gleichung kann durch eine Hülfsgieichung in Gleichungen 
vom Grade r zerlegt werden, welche die einzelnen Systeme 
von Wurzeln bestimmen. 

207. Man hat also nur nöthig solche Gleichungen zu 
betrachten, deren Gruppen eine cyclische Substitution von 
allen Wurzeln enthalten, und wo Xj =6(xi). Alle Wurzeln 
können dann rational durch eine derselben ausgedrückt wer- 
den, und jede Function der Wurzeln erhält nur n Werthe. 
Die Gleichung F (y) = 0, welche die Gruppe bestimmt, ist 
deshalb höchstens vom n*®" Grade, und sie muss dann genau 
vom n*®** Grade sein, da die Gruppe transitiv ist und ihre 
Ordnung deshalb theilbar ist durch n. Die Gruppe wird 
dann von einer cyclischen Substitution (xiX2...Xn) und 
deren Potenzen gebildet. 

Ist nun a'* = 1 (a eine primitive Wurzel), so sieht man 
leicht, dass die Grösse 



rational ist, da der Werth derselben nicht durch die Sub- 
stitutionen der Gruppe verändert wird; wird ^/~K und a 
adjungirt, so wird die Gruppe auf 1 reducirt, da alle übrigen 
Substitutionen ax^ -f- o^^ Xj + . . . Xn verändern; die Wurzeln 

der Gleichung werden deshalb rational durch VA und die 
Wurzeln der Einheit ausgedrückt. 
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Ist der Grad einer Abelschen Gleichung eine Primzahl 
n, so muss die Gruppe eine eyclische Substitution yon der 
Ordnung n enthalten; die Gleichung kann dann immer alge- 
braisch aufgelöst werden. Ist n keine Primzahl, während die 
Gruppe dennoch eine eyclische Substitution von der n*®^ 
Ordnung enthält, so sieht man leicht, dass man nach und 
nach die Gruppe dadurch reduciren kann, dass man Wurzel- 
grössen, deren Exponenten Primzahlen sind, adjungirt; ist 
z. B. n = 15 und S die eyclische Substisution, so bilden 

1, S«, S«, S», S12 

eine Gruppe, welche mit alle Substitutionen der ursprüng- 
lichen Gruppe permutabel ist, und welche die reducirte 
Gruppe wird, wenn man die Wurzeln einer Gleichung von 
der Form 

z« = A 
adjungirt. 



Die Galoissche Gleichung.' 

208. Galois hat irreductible Gleichungen betrachtet, 
deren Grad p eine Primzahl ist, und deren Wurzeln alle 
rational durch zwei derselben ausgedrückt werden können, 
und derselbe hat gezeigt, dass solche Gleichungen algebraisch 
aufgelöst werden können. 

Da jede rationale Function der Wurzeln rational durch 
die beiden Wurzeln ausgedrückt werden kann, kann die Ord- 
nung der Gruppe höchstens p (p — 1) sein; da die Gruppe 
transitiv ist, ist die Ordnung derselben theilbar durch p. 

Es wurde früher (186) gezeigt, dass die Substitutionen 
einer solchen Gruppe, wenn die Wurzeln Xq, Xj, . . . Xp—i 
sind, alle von der Form 



(^az + b>) 
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oder von der Form 

sind, wo 

Die Ordnung der Gruppe ist kp, wo k gleich p — 1 oder 
ein Divisor von p — 1 ist, und a ist eine primitive Wurzel 
von 

a*^ = l (mod. p). 

Nun setze man 

wo OL eine Wurzel von t- = ist. Aus X, bilde man 

X — 1 

nun durch T, T^ . . . T^-^ die analogen Ausdrücke Xj, 
X3 . . . Xk; setzt man dann . 

wo ß eine beliebige Wurzel der Gleichung x^ — 1 = ist, 
so muss A rational sein. A wird nämlich nicht durch die 
Substitutionen der Gruppe verändert, denn die Substitution 
S verändert nicht X,, X2 . . ., und die Substitution T be- 
wirkt eine cyclische Verschiebung von Xj, Xj . . . . 

Ertheilt man nun ß nach und nach seine verschiedenen 
Werthe, so erhält man k Gleichungen ersten Grades aus 
denen X,, Xj . . . gefunden werden, rational durch die Wur- 
zeln der Einheit und durch die Grösse 

ausgedrückt. 

Aus X|, Xa . . . findet man wiederum Xq, Xi . . ., wie es 
bei der Behandlung von Abelschen Gleichungen gezeigt wurde. 
In Wirklichkeit wird die gegebene Gleichung auf eine Abel- 
sche Gleichung durch Adjungirung einer dieser Grössen redu- 
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cirt, da die Gruppe dadurch auf Potenzen von S reducirt 
wird. Folglich: 

Eine irredurtible Gleichung, deren Orad eine Primzahl 
ist, und deren Wurzeln dUe rational durch zwei derselben 
ausgedrückt werden können, lässt sich algebraisch auflösen. 

Falls die Gruppe, welche einer irreductiblen Gleichung 
Tom Grade p angehört, nur lineare Substitutionen enthält, 
kann andererseits jede der Wurzeln durch zwei beliebige der- 
selben ausgedrücM werden; denn adjungirt man zwei der 
Wurzeln, so wird die Gruppe auf 1 reducirt, da alle linearen 
Substitutionen, 1 ausgenommen, wenigstens p — 1 Wurzeln 
versetzen und deshalb nicht zwei derselben unverändert 

* 

lassen können. 

209. Faüs eine irreductiUe Gleichung vom Grade p sich 
algebraisch auflösen lässt, kann die Gruppe derselben nur 
lineare Substitutionen enthalten. 

Adjungirt man die verschiedenen Wurzelgrössen um die 
Gruppe der Gleichung zu reduciren, so muss sich unter 
diesen eine p*® Wurzel finden, da man nur dadurch aus der 
Ordnung der Gruppe den Factor p entfernen kann. Sobald 
man diese Wurzel adjungirt, und nicht früher, wird die ge- 
gebene Gleichung reductibel; wird die Gleichung reductibel, 
60 kann, weil die Gruppe intransitiv ist, die Ordnung der 
Gruppe nicht theilbar sein durch p, und andererseits kann 
die Gleichung nicht irreduotibel sein, wenn aus der Ordnung 
der Gruppe der Factor p entfernt ist. 

Die gegebene Gleichung ist also reductibel, nachdem die 
pto Wurzel adjungirt worden ist, und ihre Gruppe ist deshalb 
intransitiv, falls sie nicht auf 1 reducirt ist. Diese intransi- 
tive Gruppe sei 

H = (l, Ui, U,...); 

vor der Adjungirung bestand dann die Gruppe aus allen 
Substitutionen von der Form 



S'Uß, 



21 
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wo S eine cyclische Substitution von der p**^ Ordnung be- 
deutet (161). 

Die Buchstaben zerfallen in mehrere Systeme, derartig 
dass die Substitutionen ü nur Buchstaben desselben Systems 
unter einander vertauschen; H ist indessen permutabel mit 
den Potenzen von S; diese müssen deshalb nur Buchstaben 
desselben Systems durch Buchstaben desselben Systems ab- 
lösen können; da das mit den Potenzen von S nicht der 
Fall ist, kann H nur aus der Substitution 1 bestehen. 
Zuletzt muss also eine p** Wurzel adjungirt worden s^ein, 
und vor dieser Adjungirung bestand .die Qruppe aus den 
Potenzen einer cyclischen Substitution. 

Da die Gruppe durch die letzte Adjungirung auf 1 redu- 
cirt wird, werden dadurch alle Wurzeln der gegebenen 
Gleichung rational, so dass die Gleichung, welche bis dahin 
irreductibel blieb, nunmehr in lauter Gleichungen ersten 
Grades zerfällt. 

210. Die successiven Adjungirungen hätten die ursprüng- 
liche Gruppe reduciren können, ohne doch f (x) = reductibel 
zu machen. Falls eine solche Adjungirung eine Gruppe G 
auf eine Gruppe H reducirt hat, welche nur lineare Sub- 
stitutionen enthält, so kann man beweisen, dass auch G nur 
lineare Substitutionen enthalten kann; dadurch wird dann 
der obenstehende Satz bewiesen sein, denn da die letzte 
Gruppe nur lineare Substitutionen enthält, muss dasselbie 
von allen früheren gelten. 

Es muss also bewiesen werden, dass G nur lineare Sub- 
stitutionen enthalten kann, falls H, welches aus G durch 
Adjungirimg der" Wurzeln einer binomischen Gleichung ge- 
bildet ist, nur lineare Substitutionen enthält. H muss die 
cyclische Substitution S von der p**** Ordnung und deren 
Potenzen enthalten; T sei eine Substitution von G, welche 
nicht in H vorkommt. H ist permutabel mit T, und T 
muss deshalb S in eine Potenz von S transformiren, denn 
in der linearen Gruppe H kommen keine andere Substitutionen 
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vor, welche S ähnlich sind; als die Potenzen von S. T ist 
dann selber eine lineare Substitution, denn nur solche trans- 
formiren S in eine Potenz von S. 

Dergestalt ist bewiesen, dass die von Gralois angegebene 
Bedingung für die Möglichkeit der algebraischen Auflösung 
einer irreductiblen Gleichung, deren Grad eine Primzahl ist, 
sowohl ausreichend als auch nothwendig ist. 



Gleichungen, bei denen die Ordnung der Gruppe 
eine Potenz einer Primzahl ist. 

211. Die irreductible Gleichung f(x) = möge eine 
Gruppe G haben, deren Ordnung p'* ist, wo p eine Prim- 
zahl bedeutet. Da die Ordnung durch den Grad der Gleichung 
theilbar ist, muss der Grad auch eine Potenz von p sein, 
z. B. p". 

Adjungirt man eine Wurzel der Gleichung, Xj, so wird 
die Gleichung reductibel ; jede der irreductiblen Gleichungen, 
in welche sie zerfällt, hat in ihrer Gruppe nur Substitutionen, 
deren Ordnung eine Potenz von p ist (194), so dass die Ord- 
nung der Gruppe und folglich auch der Grad der Gleichung 
Potenzen von p sein müssen. 

Da die Gleichung also durch Adjungirung von Xj in 
irreductible Gleichungen zerlegt wird, deren Grade Potenzen 
von p sind, und unter diesen eine vom Grade 1 vorkommt, 
so müssen wenigstens p vom Grade 1 vorhanden sein; wenig- 
stens p von den Wurzeln können also rational durch x , aus- 
gedrückt werden. Oben (206) wurde gezeigt, dass die Gruppe 
solcher Gleichungen imprimitiv ist, und dass dieselben durch 
eine Hülfsgieichung reducirt werden können. Die Gruppe 
der reducirten Gleichung besteht aus Substitutionen, deren 

Cyclen unter den Substitutionen von G vorkommen, und die 

21* 
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Ordnung derselben, ebenso wie der Orad der Gleichung, sind 
deshalb Potenzen von p. Dividirt man mit dem Grade dieser 
Gleichung in den Grad der gegebenen Gleichung^ so erhalt 
man den Grad der Hülüsgleichung (195), der also auch eine 
Potenz von p ist. Die Ordnung der Gruppe der Hülfegleichung 
muss auch eine Potenz von p sein, denn diese Gruppe wird 
auf 1 reducirt, wenn man alle Wurzeln der gegebenen Gleichung 
adjungirt; adjungirt man diese Wurzeln, eine zur Zeit, und 
erwägt man, dass man bei jeder neuen Zerlegung der ge- 
gebenen Gleichung zu irreductiblen Gleichungen gelangen 
muss, deren Ordnung und Grad Potenzen von p sind, so 
sieht man, dass die Ordnung der Gruppe der HüÜsgleichung 
eiue Potenz von p sein mu9 (199). Zu demselben Resultat 
gelangt man, wenn man nachweist, dass diese Gruppe isomorph 
mit G ist. 

Die beiden neuen Gleichungen können nun auf dieselbe 
Weise reducirt werden, bis man zu einem System Abelscher 
Gleichungen vom Grade p gelangt. Da das Product der 
Grade dieser Gleichungen gleich dem Grade der gegebenen 
Gleichung ist, kann also jede Wurzel von dieser mit Hülfe 
von m Abelschen Gleichungen p**^ Grades gefunden werden. 

212. Andererseits wird die Ordnung der Gruppe eiuer 
Gleichung, welche mit Hülfe von lauter Abelschen Gleichungen 
p*®° Grades gelöst werden kann, nach und nach mittelst lauter 
Divisionen durch p auf 1 reducirt werden. Die Ordnung 
muss deshalb eine Potenz von p sein. Folglich: 

Die nothwendige und aicsreichende Bedingung dafür, dass 
eine Gleichung mit Hülfe von Abelschen Gleichungen p'*"' 
Grades aufgelöst werden kann, besteht darin, dass die Ord- 
nung ihrer Gruppe eine Potenz von p ist. Ihr Grad ist dann 
auch eine Potenz von p. 

Man sieht, dass dieser Satz eine Erweiterung des Satzes 
ist, welcher früher über Gleichungen, welche durch Quadrat- 
wurzeln aufgelöst werden können, bewiesen wurde. 
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Der obenstehende Beweis zeigt, dass keine anderen tran- 
sitiven Gruppen von der Ordnung p"* (n > 1) existiren, als 
imprimitive. Der Beweis setzt freiKch voraus, dass es eine 
Gleichung giebt, welche die gegebene Gruppe hat. Indessen 
entspricht jeder Gruppe eine Gleichung, nämlich die allgemeine 
Gleichung vom Grade der Gruppe, wenn man dieser eine 
Function der Wurzeln, die durch die Substitutionen der 
Gruppe und nicht durch andere Substitutionen unverändert 
bleibt, adjungirt denkt. 

213. Eine Gruppe G möge eine Gruppe H von der 

Ordnung p* enthalten, wo p eine Primzahl ist. Alle die- 
jenigen Substitutionen von G, welche mit H permutabel sind, 

bilden eine Gruppe K von einer Ordnung |xp*. 

Angenommen es sei 

H = (l, Si, Sg ...); 

die Substitutionen von K können dann in Reihen von der 
Form 



T^, T Sj, ... 



angeordnet werden. 



Falls H diejenige von Gs Untergruppen ist,> für welche 
a so gross wie möglich ist, kann unter den Substitutionen 
T^ Sß keine vorkommen, deren Ordnung eine Potenz von p 

ist; denn wäre eine solche vorhanden, so könnte man mit 
Hülfe derselben aus H eine neue Gruppe von einer Ordnung 

pP bilden, wo ß > a (161). Da jede Substitution S eine Ord- 
nung hat, welche eine Potenz von p ist, kann sie nicht einer 
der Substitutionen TS ähnlich sein. 

Die Substitutionen von G können in Reihen angeordnet 
werden : 

1 O]^ 02 * • . J-, JL o^ • • • 
U USiUSa...üT,... • 
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ü ist nicht permutabel mit H, aber möglicherweise mit 
einer in H enthaltenen Gruppe, 1, S«, Sp . . .; die Substitu- 
tionen S können dann in Beihen wie 

1, S^, Sß . . . 

Ml, MiS^, MaSß... 

Mg, Mg S , Mg So • . . 

geschrieben werden, worin die Anzahl der Substitutionen M 
eine Potenz von p ist. * 

Multiplicirt man die Keihe 

U, USi, US,... 

links mit einer der Substitutionen S«, So . . ., so erhält man 

wieder dieselbe Beihe, nur auf andere Weise geordnet, 
während die Multiplication mit einer der Substitutionen M 
die Reihe in eine neue Beihe übergehen lässt, welche lauter 
neue und unter einander verschiedene Substitutionen enthält; 
auf die Weise bildet man aus dieser Reihe so viele Reihen, 
wie es Substitutionen M giebt ; die Anzahl dieser Reihen ist 
eine Potenz von p. 

Enthält G mehr Substitutionen, bildet man aus einer 
von diesen auf ähnliche Weise Reihen, deren Anzahl eine 
Potenz von p ist, und so fährt man fort, bis alle Substitu- 
tionen von G berücksichtigt sind. Alle auf solche Weise 
gebildeten Substitutionen sind unter einander verschieden; 
die Ordnung von G ist deshalb 

JAP (1 +p 1 4-p » + ...), 

WO p^'i, p^'a ... die Ordnungen der in H enthaltenen Gruppen 
bedeuten, mit welchen die Substitutionen der verschiedenen 
in G enthaltenen Systeme permutabel sind. Mehrere der 
Zahlen ai, a^ . . . können gleich gross sein; auch können sie 
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Null sein und höchstens a — 1. Der Ausdruck in der Klam- 
mer hat also jedenfalls die Form 1 + n p- 

214. Nun soll die Gruppe K genauer untersucht und 
nachgewiesen werden, dass [i durch p nicht theilbar sein kann. 
Da H mit allen Substitutionen von K permutabel ist, kann 
man, wenn man eine Gleichung betrachtet, deren Gruppe K 
ist, K auf H durch eine Hülfsgieichung vom Grade |x, deren 
Wurzeln alle rational durch eine derselben ausgedrückt wer- 
den können, und deren Gruppe deshalb von der Ordnung 
|x ist, reduciren (203). Diese Gruppe muss eine Substitution 
von der Ordnung p enthalten, sobald ji. durch p theilbar ist. 
Diese Substitution unter den Grössen, welche in 203 mit 
6,, 62 . . . bezeichnet wurden, kann durch eine der Substitu- 
tionen T ersetzt werden, und die p*® Potenz von dieser muss 
dann 6,, 62 . . . unverändert lassen; da dies nur fiir die Sub- 
stitutionen S gilt, muss T sich unter diesen finden, aber das 
würde mit sich führen, das die Ordnung von T eine Potenz 
von p wäre, was den gemachten Yoraussetzungen widerspricht, 
[i. ist deshalb nicht durch p theilbar. 

Man sieht also, dass eine Gruppe, deren Ordnung kp*, 
wo k nicht theilbar ist durch p, eine imprimitive Unter- 
gruppe von der Ordnung p* oder eine lineare Gruppe p***" 
Ordnung, wenn a = 1, enthalten muss. Die Gruppe von der 

Ordnung p* ist mit enthalten in einer anderen von der Ord- 
nung [i.p", mit deren Substitutionen sie permutabel ist, und 
man hat dann 

k = |x(np + 1). 

215. Ist k < p, so muss k = |x sein; ist nun H- = [Ai Pi^j 
wo pi eine neue Primzahl bedeutet, welche nicht in {i, auf- 
geht, und ist H-i <Pi, so kann die Hülfsgieichung vom 
Grade [i. wieder durch eine Gleichung vom Grade {i, auf 
eine Gleichung reducirt werden, welche durch Wurzelgrössen 
aufgelöst werden kann; kann man auf diese Weise fortfahren, 
bis man zu einer Hülfsgieichung gelangt, deren Grad und 
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Ordnung eine Potenz einer Primzahl ist, so kann die gegebene 
Gleichung algebraisch aufgelöst werden. (Sylow, Math. 
Annalen V.) 



Die Hessesche Gleichung. 

216. Hesse hat eine Gleichung 9ten Grades untersucht 
von der Eigenschaft, dass zwei beliebige ihrer Wurzeln, a 
und b, mit einer dritten Wurzel c durch die Relationen 

c=f<p(a,b), b = ;p(a,c), a = cp(b,c) 

verbunden sind, wo cp eine rationale symmetrische Function 
bedeutet. 

Zu einer solchen Gleichung gelangt man, wenn man die 
9 Inflexionspunkte zu bestimmen sucht, welche eine Curve 
dritter Ordnung hat; für diese 9 Punkte gilt nämlich der 
Satz, dass eine durch zwei beliebige derselben gelegte Gerade 
noch durch einen dritten Punkt geht. Die Bedingung dafiir, 
dass drei von den Punkten auf einer Geraden liegen, nimmt 
nun eben die Form c = cp (q,, b) an, wo a, b und c Wurzeln 
der Gleichung 9ten Grades sind, welche die Punkte bestimmt. 
Diese Bedingungsgleichung wird also nur befriedigt, wenn 
a, b und c drei solche Punkte sind, welche auf einer Geraden 
liegen. 

217. Die Gruppe der Gleichung kann nun nur solche 
Substitutionen enthalten, welche a, b und c mit drei Punkten 
vertauschen, welche auch in gerader Linie liegen (193). 

Zwei Punkte können aus 9 auf 72 verschiedene Arten 
mitnommen werden; auf die Weise zählt man indessen jede 
Linie 6 mal mit, so dass in Wirklichkeit 12 verschiedene 
gerade Linien vorhanden sind; zu demselben Resultat gelangt 
man, wenn man beachtet, dass von jedem Punkte 4 gerade 
Linien auslaufen, wodurch die Anzahl der Linien 4 . 9 : 3 == 12 
wird. 



— 329 — 

Von drei Punkten, welche auf einer Geraden liegen, 
laufen also ausser dieser 9 gerade Linien aus; die übrigen 
6 Punkte müssen dann drei und drei auf den beiden fehlenden 
Linien liegen. 

Nun bezeichne man jeden Punkt durch zwei Indices, und 
der erste von diesen sei 0, 1 oder 2, je nachdem der Punkt 
auf der ersten, zweiten oder dritten von diesen Linien liegt; 
von den übrigen 9 Linien wähle man drei auf dieselbe 
Weise und lasse den zweiten Index des Punktes, auf ähnliche 
Weise wie den ersten, diejenige von diesen Linien angeben, 
auf welcher der Punkt liegt. 

Auf die Weise werden die Punkte durch 

(00) (Ol) (02) 
(10) (11) (12) 
(20) (21) (22) 

bezeichnet, während die 6 Linien diejenigen sind, welche die 
Punkte enthalten, welche in derselben Zeile oder in der- 
selben Colonne stehn. 

Man kann die Punkte nicht so anordnen, dass man auch 
die übrigen 6 Linien sieht, denn nur drei von den Punkten 
können reell sein. Die zwei fehlenden Linien, welche den 
Punkt (00) enhalten, können indessen nur 

(00) (11) (22) 
oder 

(00) (12) (21) 
sein 

Die übrigen Linien werden auf dieselbe Weise bestimmt, 
und man sieht dann, dass die Punkte auf einer geraden Linie 
liegen, für welche sowohl die Summe der ersten als auch 
der zweiten Indices theilbar ist durch 3. 

218. Bezeichnet man nun die beiden Indices durch x 
und y und bildet Substitutionen, welche x und y beziehungs- 
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weise durch ax + by + c und »i x + bj y + ©i ablösen, wo 
die Zahlen nach dem Modulus 3 zu nehmen sind, so werden 
diese immer an Stelle von drei in gerader Linie liegenden 
Punkte wiederum drei in gerader Linie liegende Punkte 
setzen, da 

zur Folge hat, dass 

axi +byi + c + axj +bya + c + axg + by8 + c = 0. 

Durch 

(x, y; ax + by + c, a^x + b^y + Cj) 

wird eine Substitution der 9 Punkte repräsentirt, sobald 
man nur die Werthe von a, b, aj und bj ausschliesst, für 
welche ab, — baj^O. Diese Substitutionen bilden eine 
Gruppe, da das Product vpn zweien wieder eine derselben 
giebt. c und und c, können 0, 1 und 2 sein; sind c imd c, 
gewählt, so können a und b alle ihre Werthe erhalten mit 
Ausnahme von und 0; sind a und b gewählt, so kann man 
man a, und b, auf 6 Arten wählen; die Ordnung der 
Gruppe ist also 9.8.6. 

Die hier gefundene Gruppe G löst drei in gerader Linie 
liegende Punkte durch drei in gerader Linie liegende Punkte 
ab; es lässt sich zeigen, dass sie alle Substitutionen enthält, 
welche diese Eigenschaft besitzen. 

T sei eine solche Substitution, welche (00) durch (aß), 
(Ol) durch («iß,) ablöst; dieselbe muss dann (02) durch 
einen solchen Punkt (a2ß2) ablösen, dass 

a + ai + a2 = ß + ßi + ßa=0. 

In der Gruppe G werden die Substitutionen 

S=(x,y; ax + by + «, a^x + bjy + ß), 
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die drei Punkte gerade auf dieselbe Weise ablösen. 

T möge femer (10) durch («3 ßg) ablösen; dasselbe wird 
dann von S gelten, wenn a und aj so gewählt werden, dass 

Man sieht leicht, dass die Substitution T nun vollkommen 
bestimmt ist, und zwar allein durch die Bedingung, dass drei 
in gerader Linie liegende Punkte durch drei in gerader Linie 
liegende Punkte abgelöst werden; da die Substitution S, welche 
bestimmt wurde, diese Bedingung erfüllt, so stinmit sie mit 
T überein. . 

G enthält also alle diejenigen Substitutionen, welche den 
Werth Null von cp (a, b) — c nicht verändern. Gr ist deshalb 
die Gruppe der Gleichung oder enthält jedenfalls die Gruppe 
der Gleichung. 

219. G enthält die Gruppe Gi, mit den Substitutionen 

(x, y; ax + c, ay + Ci), 

wo a 1 oder 2 ist, während c und Ci alle ihre Werthe haben. 
Diese Gruppe von der 18ten Ordnung ist mit allen Substitu- 
tionen von G permutabel. Sucht man drei Linien, welche 
alle 9 Punkte enthalten, so sieht man leicht, dass Gj eben 
die Substitutionen von G enthält, welche diese Linien nur 
unter einander vertauschen. Da 12 Linien vorhanden sind, 
kann man 4 solche Systeme von Linien bilden; diese 4 Sy- 
steme müssen deshalb durch eine Gleichung 4ten Grades 
bestimmt werden; durch Auflösung dieser wird die Gruppe 
auf Gj reducirt. 

Die Gruppe wird auch auf Gj reducirt, wenn man eine 
Abelsche Gleichung vom Grade 9 . 8 . 6 : 18 = 24 auflöst; 
diese Gleichung ist indessen nichts anderes als die Resolvente 
einer Gleichung vierten Grades und ist deshalb aufgelöst, 
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sobald diese gelöst ist. Anstatt die Gruppe G sofort auf 
Gl zu reduciren, hätte man sie nach und nach reduciren 
können, indem man die Wurzelgrössen adjungirt, welche bei 
der Auflösung der Gleichung vierten Grades eingeführt wer- 
den; dadurch würde eben die Ordnung von G durch 24 divi- 
dirt werden. 

Gl enthält die Gruppe Gj von der dritten Ordnung 

(x, y; X, y + Cj), 

welche mit allen Substitutionen von Gi permutabel ist; die 
Gruppe der Gleichung wird also auf Gj reducirt, wenn man 
eine Gleichung dritten Grades, welche die drei Linien des 
Systemes bestimmt, auflöst, oder wenn man die Wurzel- 
grössen adjungirt, welche bei der Auflösung dieser Gleichung 
eingeführt werden. 

Die Gruppe ist nun auf die Potenzen einer regelmässigen 
Substitution der dritten Ordnung reducirt; dieselbe ist also 
intransitiv, und die Gleichung ist deshalb nun in drei 
Gleichungen dritten Grades zerlegt; diese Gleichungen sind 
Abelsche Gleichungen, da die Gruppe auf 1 reducirt wird, 
sobald man eine beliebige von den Wurzeln adjungirt. 



Monodromiegruppe einer Gleichung. 

220. Es sei 

f(x,k) = 

eine Gleichung, in deren Coefficienten ein unbestimmter 
Parameter k vorkommt, während im Uebrigen der Einfach- 
heit wegen angenommen werden möge, dass die Coefficienten 
numerisch seien* Wird k als bekannt betrachtet, so hat die 
Gleichung eine gewisse Gruppe G. 

Eine rationale Function 9 von k und den Wurzeln, 
welche nicht durch die Substitutionen von G verändert wird, 
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kann rational durch k und bekannte Zahlen ausgedrückt 
werden. Dieselbe muss deshalb eine monodrome Function 
von k sein, das heisst, sie muss, wenn sie für einen gewissen 
Werth von k einen gewissen Werth hat, wiederum denselben 
Werth erhalten, sobald k, nachdem es sich auf eine beliebige 
Weise continuirlich verändert hat, wiederum seinen ursprüng- 
lichen Werth annimmt. Die Function erhält nach dieser 
Veränderungen wiederum ihren ursprünglichen numerischen 
Werth, aber die algebraische Form derselben wird in der 
Regel eine andere sein, da die Aenderung von k eine gewisse 
Vertauschung unter den Wurzeln mit sich bringen wird. 

Lässt man k sich reell und imaginär auf alle möglichen 
Arten ändern, so werden, wie angeführt, gewisse Substitu- 
tionen unter den Wurzeln ausgeführt. Diese Substitutionen 
bilden eine Gruppe, denn wenn zwei Wege, welche k durch- 
läuft, den Substitutionen S und T entsprechen, wird der 
Weg, welcher aus diesen beiden zusammengesetzt ist, der 
Substitution T S entsprechen. Diese Gruppe heisst die 
Monodromiegruppe der Gleichung mit Beziehung auf k. Die- 
selbe möge mit H bezeichnet werden. 

221. Die Substitutionen der Gruppe H verändern nicht 
den Werth einer monodromen Function von k. Jede der Sub- 
stitutionen wird nämlich ausgeführt, indem man k den der- 
selben entsprechenden Weg durchlaufen lässt; da die Func- 
tion monodrom ist, erhält sie indessen immer denselben Werth, 
sobald k zu seinem ursprünglichen Werthe zurückkehrt, ohne 
Rücksicht auf den durchlaufenen Weg. 

Andererseits muss eine Function monodrom sein, sobald 
sie durch alle Substitutio7ien von Hden Werth nicht verändert, 
denn diese Substitutionen entsprechen allen möglichen Wegen, 
welche k durchlaufen kann. 

222. Die Gi-uppe R ist in der Gruppe G einbegriffen. 
Alle Substitutionen von H lassen nämlich den Werth einer 
jeden rationalen Function imverändert, da eine rationale 
Function von den Wurzeln und k auch monodrom ist. 
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Dagegen wird H in der Begel nicht alle Substitutionen 
von G enthalten, denn es ist nicht nothwendig, dass eine 
Function, weil sie monodrom ist, rational durch bekannte 
Grössen ausgedrückt werden kann. Sie kann z. B. gewisse 
numerische Wurzelgrössen enthalten, und wird erst dann 
rational ausgedrückt werden können, wenn man diese adjun- 
girt. Erst diese Adjungirung wird dann G auf H reduciren. 

223. Die Oruppe H ist mit allen SuJbstüuiionen von G 
permuiabd. 

Es sei ^ eine Function der Wurzeln, deren Werth nicht 
durch die Substitutionen von H, wohl aber durch alle übrigen 
Substitutionen verändert werde. Dieselbe ist dann eine 
monodrome Function von k und kann also als eine rationale 
Function von k mit gewissen irrationalen Coefficienten aus- 
gedrückt werden. Diese Coefficienten mögen durch a, b, c . . . 
bezeichnet werden; dann setze man den Ausdruck in die 
irreductible Gleichung ein, welche zur Bestimmung von ^ 
dient. Man erhält dann gewisse Gleichungen zwischen a, b, c. . ., 
welche ausdrücken, dass der Bestimmungsgleichung für alle 
Werthe von k genügt wird. Man kann dann eine solche 
Gleichung bilden, dass a, b, c . . . rational durch eine ihrer 
Wurzeln ausgedrückt werden (74). Adjungirt man die Wur- 
zeln dieser Gleichung, so wird G auf eine Gruppe reducirt, 
welche keine Substitutionen enthalten kann, die nicht in H 
vorkommen. Diese Gruppe muss dann eben H sein, denn 
H kann durch Adjungirung von Zahlenwerthen nicht reducirt 
werden. H ist deshalb mit den Substitutionen von G permu- 
tabel (202). 

224. Als Beispiel möge die Gleichung betrachtet werden, 

welche cos — durch k = cos z bestimmt. Die Wurzeln mögen 
n 

durch X,, Xj ...Xn bezeichnet werden, wo Xp = cos '-— . 

Ausser cosz adjungire man sinz. Aendert z sich continuirlicb, 



